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Afin de simplifier 'exposé, toutes les fonctions de ce manuscrit sont supposées a
valeurs réelles, le passage au cas de fonctions a valeurs complexes ne posant aucune
difficulté.

1 Le minimum a connaitre sur les distributions

Pour une présentation rapide et assez complete des éléments principaux concer-
nant la théorie des distributions, voir [5].
Dans cette section € désigne un ouvert non vide de RV, N > 1.

1.1 Fonctions test

1.1.1 Définition

Définition. L’espace des fonctions test sur €2, noté D(2) (parfois aussi noté C3°(€2)
dans la littérature mathématique) est I’ensemble fonctions de classe C*°(2) a support
compact

D(Q)={f:Q— R tel que f € C*(Q) et supp(f) est compact},

avec supp(f) = {z € @, f(x) # 0}.
Il est clair que D(€2) est stable par dérivation.

Exemple. Si N =1et Q= (-2,2) alors

1
olz) =1 © -l=? s x| < 1
0 sinon,

est une fonction test sur €2. On peut facilement construire une fonction non nulle de
D(Q) pour N > 2 a partir de cet exemple.

Notation. Pour tout ¢ € D(Q) et tout multi-indice p = (p1,...,py) € NV, on
pose :
olPlp

Py =
14 OPixy...0PNx N

, ol |p| =p1 + ... +pn.

Comme déja mentionné plus haut, il est évident que 0P¢ € D(£2) pour tout ¢ € D(£2)
et tout p € NV,

1.1.2 Notion de convergence dans D({2)

Une suite (., )m de fonctions de D(2) converge vers ¢ € D(€2) s'il existe un compact
K C () satisfaisant simultanément :

(a) supp(pm —¢) C K pour tout m;

(b) limym— 400 [|0P(©m — @) |10 () = 0 pour tout p € NV,

I est facile de voir que si (¢, )m converge vers ¢ dans D(f2), alors, pour tout p € NV,
(0P@m)m converge vers 0P dans D(2).
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1.2 L’espace des distributions sur ()
1.2.1 Définition

Définition. L’espace des distributions sur € est 'espace dual D’(Q2) de D(Q2) muni
de la notion de convergence définie ci-dessus. C’est donc ’ensemble des *formes linéaires
continues sur D(2), en ce sens que chaque T' € D'(2) vérifie limy,—, 400 T'(pm) = T(p)
pour toute suite (¢, )m convergeant vers ¢ dans D(€2).

Notation. Dans la suite, (., .) p(q),p(@) (ou plus simplement (., .) lorsqu’il n’y a pas
de confusion possible) désignant le produit de dualité entre D(Q) et D’(£2), on note

<T, 90>D’(Q),D(Q) = T(QO), T e D/(Q), (S D(Q)

Exemple. Pour tout point a € €, la distribution de Dirac au point a, notée d,, est
définie par

(0a; ) = p(a), ¢ € D(Q).
Vérifions que 0, € D'(Q). Le fait que d, soit une forme linéaire sur D(2) étant
évident, il suffit de montrer que lim,, 400 (0a; ©m) = (da, @) pour toute suite (@, )m
convergeant vers ¢ dans D(2). En fait, K désignant un sous-ensemble compact de €2
contenant supp(y,, — ¢) pour tout m € N, on voit facilement que

m——+00

[(0a; m) = (0a; 0)| = lom(a) — (@) < [lom — @llLeex) 0,

ce qui prouve la continuité et garantit le résultat.

1.2.2 Convergence dans D’'(Q)

On dit que la suite (T},),, de distributions sur © converge vers T' dans D’(Q), si elle
satisfait la condition suivante :

lim (T, ©) pay,p©) = (Tms @) pioy,p@), © € D).

m——+00

1.2.3 Distributions réguliéres

Fonctions de carré intégrable. L’espace L%() des fonctions de carré integrable
sur €, relativement & la mesure de Lebesgue dz = dx; . .. dx, dans RY,

L2(Q) ={f:Q =R tel que/\f(x)Zda:<oo},
Q

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(Fon = [ f@ga)de. f.9€12@)

On rappelle que deux fonctions f et g coincident dans L2(£2) si et seulement elles ne
different que sur un ensemble de mesure nulle :

f=gdans L*(Q) <= f(z) = g(x) pour presque tout z €
<= dNp C Q, mes(Ny) =0, f(z)—g(z) =0,V € Q\No.

1. Autrement dit 'ensemble des applications linéaires de D(2) dans R, noté £(D(Q2),R).
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Distribution L2(Q)-réguliere. A tout f € L?(Q2) on associe application linéaire
Ty : D(2) — R définie comme suit :

Ty(p) = /Q f(@)p(x)d.

Remarquons pour tout ¢ € D(Q2) que fo € L1(Q) car?p € L2(Q), et donc que Ty ()
est bien définie.

De plus, Ty € D'(Q2). Pour le voir, il suffit de vérifier que T est continue. Or, pour
toute suite (¢, )m de fonctions test sur 2 convergeant vers ¢ dans D(2), on a

Tt (em) — T ()l < [l fllo.2llem — elloq; (1)
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, avec
lem — @llog = lom — @llox < mes(K)Y2(lgm — L), (2)

K désignant un sous-ensemble compact de €2 tel que supp(¢ — ¢,,,) C K pour tout
m € N. La continuité s’ensuit donc de (1)-(2).
Ty s’appelle la distribution L?(2)-réguliere associée a f.

Proposition 1. Lapplication f — Ty, de L2(Q) dans D'(Q), est linéaire, injective
et continue.

Démonstration.

Seules l'injectivité et la continuité méritent d’étre démontrées. Pour la continuité on
considére f € L?(Q) vérifiant Ty = 0 dans D'(Q), i.e. (Ty,¢) = [ f(z)p(z)dz =0
pour tout ¢ € D(§). Considérons ensuite une suite (,)m de D(Q) 3satisfaisant

li - =0.
i flom = fllog =0
Alors, en prenant la limite m — +oco dans 'égalité [, f(z)pm(x)dz = 0, on trouve
que || fllo,o = 0. Ensuite, pour vérifier la continuité, il suffit de considerer une suite
(fm)m convergeant vers f dans L2(€2), puis d’appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz

N

a
(Tt ) = (T5,0)| = A(fm—f)($)¢($)d$ < [[fm = flloglelloe, m €N, ¢ € D(),

et enfin de faire tendre m vers l'infini. [

La Proposition 1 permettant d’identifier f € L?(2) a Ty € D'(), on identifie L?()
A un sous-espace de D'(Q), ce qui explique que 1'on écrive L2(Q) € D'(Q).

En fait L2(Q2) est un sous-ensemble strict de D'(Q2) car il existe des distributions T
qui ne sont pas régulieres, i.e. pour lesquelles il n’existe aucune fonction f de L2(2)
telle que 7' = T. C’est le cas par exemple (voir le §1.4.1-Ex2) pour d,, a € 2.

2. En fait, comme ¢ € L*=°(Q) et que K = supp ¢ est un sous-ensemble compact de €2, on a méme
¢ € LP(Q) pour tout p € [0, +oc] puisque [, [o(z)[Pdz = [, |¢(z)["dz < mes(K)[|o|f ) < o0
3. D(Q) est dense dans L?(Q).
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Distribution L} (Q)-réguliere. L] () désignant I’ensemble des fonctions loca-
lement intégrables sur €2, i.e. 'ensemble des fonctions intégrables sur tout compact
K de Q,

Li.(Q) = {f: Q= R tel que /K |f(x)|dx < 0o, VK C €, compact.},

il est facile de voir que I'on peut étendre la définition précédente de Ty & tout f €
L}..(Q), et que dans ce cas Ty € D'(Q). L’application f + T} est alors linéaire,
continue et ‘injective de L}, (€2) dans D’(f2), ce qui permet d’indentifier L} (Q) & un
sous-espace de D’(§2). On parle alors de distribution L} (Q)-réguliere associée a f.

1.3 Dérivation au sens des distributions
1.3.1 Définition

Etant donné T' € D’(Q), on définit la dérivée partielle 9., T de T par rapport a z;,
i=1,...,N, par I'égalité :

(02, T, 0) pr(),p() = — (T, 02,0) pr(2), D () TV € D().

Comme (Oy, ©m )m converge vers J,, ¢ dans D(2) deés que la suite (¢, )y, converge vers
¢ dans D(Q2), on vérifie aisément que 9, T € D'(2). Ainsi, pour chaque i =1,..., N,
toute distribution 7" sur €2 admet une dérivée partielle 0., T par rapport a z;, qui est
elle méme une distribution sur §2.

Exemples. On se place dans le cas ou 2 = R et on considere la fonction de Hea-
vyside

1 siz>0
H(“T)_{ —1 siz<O0.

Comme H € L} (R), Ty est bien définie dans D'(R). De plus, pour tout ¢ € D(R),
on a

+o0 0

(Tu), @) = =T, @) = — | H(z)¢(x)da = /

—00 —00

+o0
o' (x)dx — /0 o' (z)dw.

En tenant compte du fait que lim,_,+- @(z) = 0 (car le support de ¢ est compact),
et que @ est continue en x = 0, il vient immédiatement

((T)', ) = 20(0) = 2(do, ¢),

ce qui montre que (Ty)" = 24p.

4. En effet, pour tout f € LL.(92), on a, en vertu de [1][Théoréme 4.4.1], 'équivalence suivante :

(f(x) =0pp. z€Q) = (/Q f(@)p(x)de =0, Yo € D(Q).) .
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1.3.2 Lien avec la dérivation usuelle

Supposons que 2 = R et que f € CY(R). Ainsi f € L _(R), ce qui permet de définir

loc
Ty comme ci-dessus. Afin d’examiner le lien existant entre la dérivée usuelle (i.e. la

dérivée prise au sens classique) f' de f et (T})’, il suffit d’intégrer par parties dans

/ £ ()t = — / F(t)pdt, Y € D(R),
R R

les dérivées précédentes étant prises au sens classique, puis de réécrire cette égalité
sous la forme équivalente suivante :

((Ty), ) prw),p®) = (Tf,0) p'(R),D®): V0 € D(R).

On obtient ainsi que ()" = Ty, ce qui montre que la notion de dérivée distribution-
nelle (encore appelée dérivée au sens faible) généralise la notion de dérivée au sens
classique (encore appelée dérivée au sens fort).

1.3.3 Généralisation

Il résulte de ce qui précede que toute distribution T sur €2 est indéfiniment dérivable
dans D'(2), avec

(OPT, ) pr(ay,p() = (—1)PUT, 02,0) pr(ay,p(), ¥ € D(Q), pe NV

Proposition 2. Pour tout p € NV, Uapplication T — OPT est linéaire et continue
dans D'(Q).

Démonstration.

La continuité méritant seule d’étre démontrée, on se donne une suite (7}, ), de distri-
butions sur Q qui converge vers T' dans D’(Q2), puis I'on vérifie facilement pour tout
0 € D(Q) et tout p € NV que

lim (0T, ) = (1P lim (T, 07) = (—1)P(T, 0P) = (°T. ),

m—-+00 m—-+00

car 0Py € D(Q), ce qui garantit le résultat. [J

1.4 Exercices sur les distributions
1.4.1 Enoncés

Ex1. Soient I un sous-intervalle ouvert de R et 6y € D(I) telle que [, 0p(x)da = 1.
1) Montrer pour tout ¢ € D(I) qu’il existe un unique couple (A, ¢) € R x D(I) tel
que ¢ = Ay + .
2) En déduire que si T € D'(I) vérifie T = 0 alors T est constante (i.e. il existe une
fonction constante f telle que T' = T%).
3) Déduire de 2) que :
a) Si T" € C*(I) (i.e. s'il existe une fonction f € C>(I) telle que 7" = T¥) alors
T € C=(I).
b) Si T € D'(I) vérifie T™®) = 0 dans D'(I) pour un certain k € N*, alors T est un
polynéme de degré au plus k — 1 (i.e. il existe P € Ry_1[X] tel que T = Tp).
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Ex2. € désigne un ouvert de RN, N > 1.

1)

2)

Montrer I’équivalence suivante :

T, o)
T € D'(Q) est L*(Q) — réguliere < 3C € R, sup (T, 0)pr@).0@)

< C.
0eD(Q\{0} [ello.0

En déduire que 6y n’est pas une distribution L?(£2)-régulicre.

Ex3. Calculer la dérivée distribution de x € R — |z|.

Ex4. Soient I un intervalle ouvert (mais pas forcement borné) de R et f € L} (I).
Pour tout ¢ € D(I), on pose Ty(¢) = [; f(

)
2)

Montrer que Ty € D'(1).

Vérifier ensuite que I'application f — T est bien linéaire, continue et injective de
Lijo.(I) dans D'(I).

1.4.2 Solution de I'Ex1

1)

3)

Remarquons pour commencer que si une telle décomposition existe elle impose
nécessairement A = [} p(z)dx (car [;4/(x)dz = 0). De plus si ¢ = My + ¥] =
Ao + Y}, pour ¥ et sy dans D(I) alors on a (9 — 1)’ (x) = 0 pour tout = € I,
et 19 — 11 est donc constante sur I (car I est un intervalle). Ensuite, comme
19 — 11 est a support compact dans I, la constante en question ne peut étre que
0. Ceci montre que ¥; = 9 et prouve l'unicité de la décomposition. Donnons-
nous ensuite a,b € I tels que supp 6y C [a,b] et supp ¢ C [a,b]. On définit alors
Y(x) = [F(p(t) — Ao(t))dt pour tout z € I de sorte que ¢ € C*°(I) vérifie bien
' = ¢ — My sur I. Reste & montrer que le support de cette fonction est compact
dans I. Pour cela on va vérifier que ¥(x) = 0 pour z < a et © > b. Dans le cas
z < a le résultat est immédiat car z < inf supp @ et x <infsupp 6y. Enfin pour

z > b il suffit de voir que ¢(z) = | ;@(t)dt — X\ = 0 par définition de A.
Pour tout ¢ = My + ¢ € D( yon a (T,p) = A(T 90> (T ¢>, avec (T,¢') =
—(T",¢) = 0 car T" = 0 dans D'(I). Par suite (T, p) = ch x)dx pour tout

¢ € D(I), ou l'on a posé ¢ = (T,6p). Cela montre que T est la distribution
réguliére associée a la fonction constante c.

a) Etant donné zy € I, on pose go(x f f(t)dt pour tout =z € I, la fonction
f € C>®(I) satisfaisant T" = T}. Il est donc clair que go € C®(I) et que
go(z) = f(z) pour tout = € I. De plus, pour tout ¢ € D(I), on a

(Té07<P>D/(I),D(I) = _<Tgo790,>D’(I),D(I) = - /Igo(x)wl(m)dx = /196(3?)80(37>dx7

en intégrant par parties (ce qui est licite puisque gg et ¢ sont toutes deux de
classe C! sur I) et en tenant compte du fait que le support de ¢ est un compact
de I. Par suite, pour chaque ¢ € D(I) on a obtenu que

<Tg07()0>D’ (,D(I) = /f z)dx = (T, <P>D/(I) D(I) = s <P>D/(I),D(I),



Master Mathématiques et Applications de Marseille. Analyse numérique. 10

ce qui montre que T, = T" dans D'(I). Ainsi (T —T,)" = 0 dans D'(I) donc il
existe une constante c telle que T' = Ty, + 1. = Ty, d’apres 2), ce qui établit
bien que T'= T} avec g = go + ¢ € C*(I).

On raisonne par récurrence sur k € N*. Le cas k = 1 étant traité par 2),
supposons que le résultat soit vrai pour un certain k£ € N* et montrons alors
qu’il reste vrai pour lindice k + 1. En fait, si T**D = 0 alors la dérivée
distribution d’ordre k de T” est nulle, car pour tout ¢ € D(I) on a

(T*D Ny = (DRI %) b by
d
k+1 k
= DN 6P b, no
= (DM, ") pry ooy
ak
(w L) (0, D(n)-

Par suite 7" est une distribution réguliére associée & un polynome P € Ry_1[X]
par hypothese de récurrence, ie. 7" = Tp. Or Tp = T, on Qo € Ri[X] est
défini par 'égalité Qo(z) = [y P(t)dt pour tout x € R, de sorte que (T—Tg,)" =
0 dans D'(I). D’apres 2) il existe donc une constante ¢ pour laquelle T' = Ty
avec @ = Qo + ¢ € R[X].
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2 Probléemes aux limites en dimension 1

Pour un exposé élémentaire et (bien) plus complet concernant les notions d’analyse
fonctionnelle exposées dans la suite de cette partie se reporter a [2, 6].

2.1 Motivation

Soient a < b deux réels et I = (a,b). Etant donnés ¢, f € C°(I), on veut trouver u
solution du probleme aux limites suivant :

{—u”(x) te(@)ulz) = flx), zel  (3)
u(a) = u(b) = 0. (4)

2.1.1 Solution forte

Une solution forte (ou classique) de (3)-(4) est une fonction u € C?(I) vérifiant (3)
et (4) simultanément.

2.1.2 Solution faible

En multipliant (3) par ¢(z), ¢ € D(I), puis en intégrant par rapport a z sur I, il
vient

[ i@ @dn+ [ capuypis - /I f@e(@)dz, o€ D). (5)

I I
Sic, f € L(I) il est clair que (5) a un sens des que u, v’ € L%(I) (la dérivation étant
prise au sens des distributions). Toute fonction u € L2(I) telle que v’ € L2(I) et qui
vérifie (5) est appelée solution faible de (3)-(4).

2.1.3 Lien entre solutions forte et faible

Il résulte facilement de ce qui précede que toute solution forte de (3)-(4) est solution
faible de (3)-(4). Réciproquement si u est solution faible de (3)-(4) telle que u € C%(1)
avec u(a) = u(b) = 0, et que ¢ € CO(I), alors u est solution forte de (3)-(4). En effet, si
u est solution faible de (3)-(4) alors elle vérifie —u” +cu = f dans D'(I). Or f € L%(I)
donc cette égalité a lieu dans L2(I), ce qui entraine que —u(x) + c(x)u(z) = f(z)
pour presque tout x € I. Comme ¢ € C%(I) et u € C%(I), le membre de gauche de
I’égalité est continu sur I, et donc —u(z) + c(x)u(x) = f(z) pour tout x € I, ce qui
prouve le résultat.

2.2 L’espace de Sobolev H'(J)

Soient —oo < a < b < 400 et I = (a,b).

2.2.1 Définition

Le premier espace de Sobolev sur I, noté H!(I), est I'ensemble des fonctions de
carré intégrable sur I dont la dérivée (au sens des distributions) est une distribution
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réguliére associée a une fonction de carré intégrable :
HY(I) = {u e L*(I), 3f € L*(I), (T.,) = Ty} = {u € L*(I),«’ € L*(I)},

en convenant de noter u’ a la place de (T},)’, ce qui sera systématiquement le cas dans
la suite.

Théoréme 3. H'(I) est un espace de Hilbert®séparable pour le produit scalaire

b
(u, )11 = (u,v)o1 + (W, 0")or = / (u(z)v(z) + o' (2)0' (z))dz, u,v € HY(I).

Démonstration.
Soit (v )m une de Cauchy dans HY(I). Alors (vy)m et (v),)m sont deux suites de
Cauchy dans L2(I)°donc il existe v,w dans L2(I) tels que lim,, si0ovm = v et

lim,, 400 v), = w dans L2(I). Or L%(I) < D’(I) est continue (d’apres la Propo-
sition 1), donc la convergence a lieu dans D’(I). Comme la dérivation est continue
dans D'(I) (d’apres la Proposition 2) cela entraine que lim,,—, 1o v, = v' dans D'(I).
Ainsi w = v’ par unicité de la limite. Par suite v € H'(I) et lim,, s {00 v = v dans
H!(I), ce qui prouve que H!(I) est complet. La séparabilité s’obtient en considérant
lisométrie J : HY(I) 3 v > (v,v’) € L2(I) x L2(I), qui permet d’identifier H'(I) au
sous-espace fermé J(H'(I)) de L2(I) x L2(I). Or L2(I) x L2(I) est séparable” car
L2(I) D'est, donc H'(I) est 8séparable. (]

Avant d’examiner les propriétés des fonctions de classe H' sur un intervalle, com-
mencons par démontrer le résultat utile suivant :

Lemme 4. Soient I un intervalle de R et une suite (up)m € H'(I). Sl existe deux
fonctions u et v dans L?(I) pour lesquelles

im lum —ulloy = lim |uy, —vllor =0,
m o

m—r—+0o0 —+
alors u € HY(I) et limy,—s o0 ||[Um — ull1.r = 0 (ce qui implique donc que v’ =v).

Démonstration.
Pour tout m € N et ¢ € D(I) on a simultanément (u,,p) = [, u,(x)p(z)ds et

(U, 0) = —(tm, @) = — [;um(2)¢' (x)dz, de sorte que

/u;n(:v)gp(x)dx = —/um(:c)cp'(x)d:c.
I I
En faisant tendre m vers l'infini dans les deux membres de I'égalité précédente, il
vient donc

[ v@)eta)de =~ [ @)@z, o € D),

I I

Par suite, (v, ) = (v, @) pour tout ¢ € D(I), ce qui établit que v' = u dans D'(I).
Comme u € L?(I), cette identité a lieu dans L?(I), ce qui prouve le résultat. OJ

5. Tl existe une partie dénombrable dense dans H* ().

6. On rappelle que L*(I) est complet pour le p.s. (.,.)o,1-

7. Un produit d’espaces séparables est séparable.

8. Tout sous-ensemble fermé d’un espace séparable est séparable.
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2.2.2 Continuité

Afin de prouver la Proposition 6, commengons par démontrer le

Lemme 5. Soient g € I et f € L2(I). Alors F(x f f(t)dt est continue sur I et
= f dans D'(I).

Démonstration.

Pour tout x,y € I on a |F(y) — = | [Y ft)dt] < |flloslz — y|'/? dapres

I’inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui montre que F est bien continue (elle est méme 1/

2-héldérienne) sur I. Ainsi F' € L} (I) et donc (F, ) pr f F(z)p(x)dx pour

tout p € D(I), ce qui entraine (F”, ) p/(1), p(r) = —(F, ¢ >D/([ ),D(I) = — f F

Par suite,

(F',o)p(ny,pay = //f x)dtdx
= / / f(t) dtd:c—/ a;f x)dtdr
_ / () < / ()dx) dt /xo £ ( /t ’ (x)dx) dt, (6)

pour chaque ¢ € D(I). La premiére intégrale du membre de droite de (6) s’obtient
en utilisant le fait que (¢,z) — ¥ (t,x) = f(t)¢'(x) est intégrable sur A_ = {(z,t) €
[a, 0] x I, x <t < x¢}. Pour le voir il suffit de remarquer pour presque tout x € [a, zg]
que fxxo |f@)ldt < ||fllo,r(xo — 33)1/27 puis que f;o(azo — x)1/2|30’(x)\d$ < oo car le
support de ¢ est compact. Le théoréme de Tonelli garantit alors que ¢ € L1(A_),
ce qui permet ensuite d’écrire [ [0 (¢, x)dtdx = [0 f(t) (fcf gp’(m)dm) dt grace au
théoreme de Fubini. La seconde intégrale s’obtient en procédant de la méme fagon
sur Ay = {(z,t) € [z0,b] x I, 29 <t < x}. Ainsi, en tenant compte du fait que ¢
s’annule aux extrémités de I, il s’ensuit de (6) que

b
o)y / F)p(t)dt + / FOe®)dt = (£0) ooy @ € D),

ce qui acheve la démonstration. [
Venons-en maintenant au résultat principal de ce paragraphe.

Proposition 6. Pour tout u € H(I) il existe un unique i € C°(I) satisfaisant :

y _
u(z) =u(z) p.p. z € I, u(y) — u(x) = / o' (t)dt, Vz,y € 1.

Démonstration.

Soit zg € I. Alors U(x) = ffo o' (t)dt € CO(I) d’apres le Lemme 5, et (u — U)' =
uw' —U’" =0 dans D'(I). Par suite, il existe ¢ € R telle que u—U = ¢ dans D'(I). (voir
le §1.4.1, Ex2, 2)). Ainsi u = U + ¢ dans L?(I) ce qui entraine u(z) = U(z) + ¢ pour
presque tout « € I. Comme U + ¢ est continue sur I, ’égalité a lieu pour tout = € T
donc @ = U + ¢ convient. [

Corollaire 7. H!(I) c C°(I).
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2.2.3 Un résultat de densité

Commengons par examiner le cas oit [ =R (i.e. a = —o0 et b = +00).

Proposition 8. D(R) est dense dans H'(R).

Démonstration.
On procede par troncature puis régularisation.

a)

0

Troncature. Soit ¢ € D(R) vérifiant :

C(x)=1 silx| <1,
0<((z)<1 silz] <1,
C(x)y=0  si|z|>2.

Pour tout R > 0, on pose ensuite (g(z) = ((z/R). Siv € H'(R) alors (gv € H'(R)
(voir le §2.6.1-Ex1) et son support est compact. De plus

v — |2 e = v(z)?dz =57 0.
”Q ||0,R
z|>R

Comme ((rv) = (xv + Cr' (voir le §2.6.1-Ex1), on a ||(Crv)" — v'|jor < [[CrV —
V'|lo,g + ||CRV|lo,r- Ensuite on obtient facilement que imp_, 4 [|(rY" — V'[jor =0
en répétant 'argument utilisé plus haut, et on vérifie de plus que

LT [¢llLee @) llv]lo,r
— <

Tout ceci entraine finalement limp_, o ||[(rv — v||1®k = 0 et montre que ’ensmble
des fonctions H'(R) & support compact est dense dans H!(R).

1
Chvllo.n <  sup
[€Gevlon < 7 sup

Régularisation. Reste maintenant & prouver pour tout v € H'(R) & support com-
pact qu’il existe une suite (v, ), de D(R) qui converge vers v dans D(R). Pour
cela on considere p € D(R) telle que

{ p(x) > 0 pour tout z € R, p(x) =0si |z > 1,
fR p(z)dx =1,

et 'on pose pp,(z) = mp(mz) pour tout m € N et x € R. On définit ensuite la
régularisée de v : vy () = (pm * v)(x) = [ pm(z — y)v(y)dy. Comme v € L*(R)
est & support compact alors v, € D(R). De plus, comme (voir le §2.6.1-Ex2)
lim_||pm * f — fllog = 0, Vf € L*(R),
m——+0o0
nous voyons que limy, ;oo vy, = v dans L2(R), puis, en remarquant que v/, =

pm * V', que limy, o0 vh, = v’ . On a ainsi établi que (vy,)y, converge vers v dans

HY(R).

Dans le cas général I = (a,b) o —oo < a < b < 400, on démontre que fagon similaire

le

Théoréme 9. D(I) = {u;, u € D(R)} est dense dans H'(I).



Master Mathématiques et Applications de Marseille. Analyse numérique. 15

2.3 L’espace H}(I)
2.3.1 Définition

Il est d’usage de poser H(I) = D(I), la fermeture étant prise au sens de la topologie
de la norme dans H!(I).

Remarque. On a évidemment Hy(I) C HY(I) grdce au Théoréme 9. De plus, dans
le cas particulier ot I = R il est clair que H}(R) = HY(R). Nous verrons plus loin
que U’égalité n’a pas liew si I # R.

Proposition 10. Pour tout u € H'(I) on a I’équivalence suivante :
u e HY(I) & ujpr = 0.

Démonstration.

Si uw € HY(I), il existe une suite (um)m de D(I) telle que limy,— oo |t — 1,7 = 0.
Comme (U, ), converge uniformément vers u sur I d’apres le §2.6.1 Ex3, on a donc
forcément ujg; = 0. La réciproque est admise. [

Corollaire 11. H}(I) € HY(I) si I #R.

2.3.2 Inégalité de Poincaré

Théoréme 12 (Inégalité de Poincaré). Soit I un sous-intervalle borné de R. Alors
il existe une constante C = C(I) > 0 ne dépendant que de I telle que

ull1,r < Cllulo,r, Yu € Hg().

Démonstration.

Posons I = (a,b), a < b étant deux réels. Remarquons d’abord que la Proposition 10
entraine u(a) = 0, puisque u € H}(I). En vertu de la Proposition 6 nous avons donc
u(z) = [/ (t)dt pour tout x € I, de sorte que |u(xz)| < (z — a)'2||u||o.. Par suite
ullo,r < (f;(x — a)dx)/2||u/[|o,1, ce qui implique le résultat. O

Remarque 13. Si I est borné alors (u',v")o définit donc un produit scalaire sur
Hi(I), et la norme associée, |u|y1 = ||u||o.1, est équivalente a |jul|1 s
2.4 Espaces de Sobolev d’ordres supérieurs

Pour m > 2, on pose
H™(I) = {u e L2(I), u® e L2(I), k=1,...,m},

ott u®), k € N*, désigne la dérivée distribution d’ordre k de w. Evidemment, on a
H™(I) = {u € H™ (1), «/ € H™(I)}.

Avec des arguments similaires & ceux utilisés dans la démonstration du Théoreme 3,
on obtient le
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Théoréme 14. Pour tout m > 2, H™(I) est un espace de Hilbert séparable pour le
produit scalaire

(4,0 = Y _ (@ v ®)g 1, w0 e HM(I).
k=0

On a par ailleurs la généralisation suivante du Corollaire 7 :
Proposition 15. H™(I) € C™ (1) pour tout m € N*.

Démonstration.

Le résultat est vrai pour m = 1 en vertu du Corollaire 7. Supposons m > 2 et le
résultat vrai pour m — 1, i.e. H"}(I) € C™~2(I). Or, pour tout u € H™(I) on a
v’ € H™Y(T), donc u' € C™~2(I). Le résultat est alors une simple conséquence de la
seconde partie de la Proposition 6 (car w € H™(I) c H'(I)). O

Remarque. [l est clair que D(I) C H™(I) pour tout m € N* de sorte que D(I) C
Nmen+H"™(I). Réciproqguement on déduit facilement de la Proposition 15 que Nyen«H™(I) C
D(I). Par suite on voit que Npyen<H™(I) = D(I).

Par analogie avec le cas m = 1, on pose ensuite Hy*(I) = D(I) au sens de la topologie
associée a H™(I), et 'on obtient que

H (I) = {u € H™(I), u) =0, k=0,...,m—1}.

1l faut donc bien distinguer H3(1) = {u € H*(I), ug; = uy; = 0} de I'espace H2(I) N
HY(T) = {u € B2(T), upy = 0}.

2.5 Problémes variationnels
2.5.1 Formulation variationnelle

Considérons le probléeme (3)-(4) défini au §2.1, sous la forme plus générale suivante :
étant donnés deux réels a < b, I = (a,b), c € L®(I) et f € L2(I), trouver u solution
du probleme aux limites

{ —u"(z) + e(x)u(z) = f(z), pp.xel  (7)
u(a) = u(b) = 0. (8)

Si u est suffisamment réguliere, par exemple si v € H?(I), alors en multipliant (7)
par v € H}(I) et en intégrant sur I, il vient

/u’(m)v’(z‘)dﬂf—}-/c(m)u(az)v(az)d:c = /f(x)v(x)dx, Vo € Hy(I). 9)
I I T

Ici nous avons utilisé la formule d’intégration par parties démontrée dans le §2.6.1-Ex4
en tenant compte de la Proposition 10. L’égalité (9) est la formulation variationnelle
de (3)-(4). Elle a un sens deés que v € HY(I). Or il découle justement de (8) et de la
Proposition 10 que u € Hll)(I ), ce qui ameéne a remplacer le probléme précédent par
le probléeme variationnel suivant :

(P) Trouver u € Hy(I) vérifiant (9).
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On vient donc de voir que si u € H(I) est solution de (7)-(8) alors u est solution de
(P). Réciproquement si u est solution de (P) alors on a

/Iu'(x)go'(:n)dx—l—/lc( Ju( da:—/f 2)dz, Yoo € D(I),

car D(I) C H{(I). Ce qui se réécrit (—u"+cu, @) = (f,¢) pour tout » € D(I), et donc
—u"+cu = f dans D'(I). Or f € L2(I) donc I’égalité précédente a lieu dans L2(I), ce
qui entraine d’une part que u € H2(I), et d’autre part que —u" () + c(z)u(z) = f(z)
pour presque tout x € I. Enfin u € H}(I) garantit que u(a) = u(b) = 0 par la
Proposition 10. Ainsi, nous avons démontré ’équivalence

u € H?(I) est solution de (7) — (8) < u est solution de (P). (10)
Remarque 16. V désignant l'espace de Hilbert HY(I), la forme bilinéaire a(u,v) =
[y )+ c(x)u(z)v(z))dz est continue sur V-xV :

la(u,0)] < ullorllv'llo,r + llellnee(nllulloslvlo.r
< (I+ HCIILoo(I))HUIIl,IHv u,v €V.
De méme, la forme linéaire L(v f[ x)dx est continue surV (i.e. L € V')
car
|L(v)| < veV.

Résoudre le probleme (P) revient donc a :
(P')  Trouver u € V satisfaisant a(u,v) = L(v), Yv € V.

Ce qui améne a poser la question suivante : a quelle(s)® condition(s) sur a le probléme
(P') admet-il une solution ¢ Une réponse est donnée par le Théoréme 17.

2.5.2 Problémes variationnels abstraits

Théoréme 17 (Théoreme de Lax-Milgram). Soit V' un espace de Hilbert de norme
I.llv et produit scalaire (.,.)y. Soient a une forme bilinéaire et continue sur V x V,
i.e.

M >0, Ja(u,0)| < Mllulv[lolly, uv eV,

et f une forme linéaire continue sur 'V, i.e.

3¢ >0, |[L(v)| < /|||y, veV.
Si a est V-elliptique, i.e.

Ja >0, a(v,v) > allv||}, veV,

alors il existe un unique u € V' satisfaisant a(u,v) = L(v) pour tout v € V.

9. En effet, il est clair que les hypothéses précédentes ne sont pas assez restrictives pour garantir
Pexistence d’une solution. Il suffit de consider le cas a(u,v) = 0 pour le voir.
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Démonstration.

Comme V est un espace de Hilbert et que L € V’, le théoréme de représentation de
Riesz garantit Iexistence d’un unique vecteur 7 € V satisfaisant L(v) = (7, v)y pour
tout v € V. De méme, pour chaque u € V fixé, v — a(u,v) € V' donc il existe A, € V
unique tel que I'égalité a(u,v) = (Ay,v)y a lieu pour tout v € V. L’application

A V>V
u > Au = Ay,

est linéaire et continue, car

A
|Aullv = sup (Au,v)y sup a(w,v)y _ Mlully, ueV.
veV, v#£0 lvllv vEV, v#£0 [vllv

Le probleme équivaut donc a chercher u € V satisfaisant Au = 7. De ce fait, il
suffit donc de prouver que A est une bijection de V. L’injectivité est une conséquence
immédiate de la V-ellipticité de a. En effet, comme aljv||} < a(v,v) = (Av,v) <
||Av||v||v||v pour tout v € V, il vient

[Av]ly = allollv, v eV,

ce qui garantit que v = 0 si Av = 0. Pour ce qui est de la surjectivité, elle s’obtient
en remarquant d’une part que AV = {Av, v € V} est fermé dans V, et d’autre
part 9%que AV = {0}. Pour vérifier que AV et fermé il suffit de considérer w € AV,
de sorte qu'il existe une suite (v, ), de vecteurs de V telle que w = limy,— 400 AU,
dans V', puis de déduire de la V-ellipticité de a que

[Vmtp — tmllv < @ Y Avmip — Avp |y "2570, Vp € N.

Ainsi (v, )m est une suite de Cauchy dans V donc il existe v € V' tel que limy,—s 400 ||V —
vlly = 0. Ceci entraine limy, 40 [|Avm — Av|ly = 0 par continuité de A dans V,
et donc w = Av € AV. Ceci garantit que AV = AV. Enfin, si v € AV, on a
(Av,v)y = 0, ce qui implique

[][ < o™ (Av,v)y =0,

en vertu de la V-ellipticité de a. Par suite v = 0 et donc AV = {0}. O

Remarque. Sia est symétrique alors il est possible de donner une justification alter-
native du théoréme de Lax-Milgram basée sur des arguments d’optimisation conveze,
caractérisant u comme 'unique solution d’un probléeme de minimisation de la fonc-
tionnelle

1
F(v) = ia(v,v) —L(v), veV.
En fait nous avons (VF(v),w)y = a(v,w) — L(w) pour tous v et w dans V', et donc

VF(v) —VF(w),v—w)y =alv—w,v—w) > alv—w|? v,weV,
(VE(v) (w) ) ( ) = o |

10. Car V = AV @ AV ™.
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en vertu de la V-ellipticité de a. Il découle de ceci que F' est strictement convexe sur
V' et donc qu’il existe un unique uw € V' tel que

F(u) = inf F(v),

par application du théoréme de projection sur le convexe V' (voir les Théorémes 8.1-1
et 8.4-1 de [3]). De plus u est caractérisé par la condition d’Euler VF(u) = 0 pour
tout v € V', qui se réécrit bien a(u,v) = L(v) pour tout v € V.

2.5.3 Un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme (P)

Théoréme 18. Soit f € L*(I) avec I = (a,b) et —co < a < b < 00. Si c € L>(I)
satisfait la condition
c(x) >0p.p.zel, (11)

alors il existe un unique u € H(I) solution de (P).

Démonstration.

Les notations étant celles de la remarque 16, il suffit, au vu du Théoreme 17, de
vérifier que a(u,v) = [;(v/(2)v'(z) + c(z)u(z)v(z))dz est Hi(I)-elliptique. En fait
I’hypothése de non-négativité faite sur ¢ garantit que

a(v,v) = ['[I3 s + lle'ulg ;= [VII3 1 v € Hy(D).

Ensuite, comme I est borné, |[v'|lo.; = |v|1,1 est équivalente & ||v||1; dans H{(I) en
vertu de la remarque 13, donc le résultat est acquis. O
A la lumiere de (10) nous avons donc obtenu le

Corollaire 19. Sous les hypothéses du Théoréme 18 il existe un unique u € H2(I) N
H{(I) satisfaisant (7)-(8).

On déduit de plus de la Proposition 15 que u € C'(I).

2.6 Exercices
2.6.1 Enoncés

Ex1. Soit I un sous-intervalle ouvert de R (pas forcément borné). Montrer pour
tout u € HY(I) et tout ¢ € D(I) que (Yu) = 'u+ . En déduire que pu € HY(I).

Ex2. Soit p,, la suite régularisante définie dans la démonstration de la Proposition
8. Montrer que limy,— 10 ||[pm * f — fllog = 0 pour tout f € L2(R).

Ex3. Soit I = (a,b), avec a < b, un sous-intervalle de R (pas forcment borné).
Montrer que [[ullpeo(py < [Jull1,r pour tout u € HY(I).

Indication : on commencera par établir Iinégalité |y (x)| < ||¢|l1,1 pour 1 € D(I) et
tout x € I, puis on utilisera la densité de D(I) dans H(I).
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Ex4. Soient u et v dans HY(I), ol I est un sous-intervalle ouvert de R (pas forcément
borné).

a) Montrer que uv € H1 (I) et que (uv)/ =u'v+ uwv'.

b) Montrer que [Y ' (t)v(t)dt + [¥ u(t)v'(t)dt = u(y)v(y) — u(z)v(z) pour tout z,y €
1.

Indication : utiliser la densité de D(I) dans H'(I).

Ex5. (Conditions aux limites de Neumann homogénes).
Etant donnés —oco < a < b < +oo, f € L%(a,b) et ¢ € L>(a,b), on considere le
probléme aux limites suivant : trouver u € H?(a, b) vérifiant :

{ u'(x) + e(a)u(z) = f(z), = € [a,b]  (12)
u'(a) = u/(b) = 0. (13)

a) Montrer que si v € H?(a,b) est solution de (12)-(13) alors u est solution du
probléeme variationnel suivant :

/abu’( W (z )dx—l—/ c(x)u( dm—/ f(@)v(z)dz, Yo € H' (a,b). (14)

a

b) Montrer réciproquement que si u € H'(a,b) satisfait (14) alors u est solution de
(12)-(13).

¢) Supposant qu’il existe ¢g > 0 tel que ¢(z) > ¢o p.p. = € (a,b), montrer qu’il existe
u € H(a,b) unique, qui est solution de (14). Conclure.

Ex6. (Conditions aux limites mixtes homogeénes).
Etant donnés —oco < a < b < 400, f € L%(a,b) et ¢ € L™(a,b), on considere le
probléme aux limites suivant : trouver u € H?(a,b) vérifiant :

{—u”(a:) +e(z)u(z) = f(z), z € [a,b]  (15)
u(a) =0, u/(b) = 0. (16)

a) En utilisant la continuité de l'injection H!(a,b) < L*(a,b), montrer que V =
{v € H'(a,b), v(a) = 0} est un sous-espace vectoriel fermé de H!(a, b).

b) Montrer que si u € H?(a,b) est solution de (15)-(16) alors u est solution du
probléeme variationnel suivant :

/abu'() ()dac—i—/a c(z)u( da:—/f x)dx, Yo e V.  (17)

¢) Montrer réciproquement que si u € V satisfait (17) alors u est solution de (15)-
(16).

d) En supposant qu'il existe ¢g > 0 tel que ¢(x) > ¢y p.p. € (a,b), montrer (17)
admet une unique solution u € V. Conclure.
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Ex7. (Conditions aux limites de Dirichlet non homogeénes).
Etant donnés —oo < a < b < +oo, f € L%(a,b), ¢ € L>(a,b), et (o, ) € R?, on
considere le probléme aux limites suivant : trouver v € H2(a, b) vérifiant :

{—u”(:}:) +e(z)u(z) = f(z), v €[a,b]  (18)
u(a) = a, u(b) = p. (19)

Considérons ensuite ug € H!(a,b) satisfaisant ug(a) = « et ug(b) = S.

a) Montrer que si v € H?(a,b) est solution de (18)-(19) alors u est solution du
probléeme variationnel suivant :

f; u'(z)v (x)dx + f; c(x)u(z)v(z)dr = f; f(z)v(z)dz, Vv € Hi(a,b) (20)
u — ug € Hi(a,b). (21)

b) Montrer réciproquement que si u € H!(a,b) satisfait (20)-(21) alors u € H?(a,b)
est solution de (18)-(19).

c¢) On suppose c(x) > 0 p.p. * € (a,b). Montrer qu’il existe v € H'(a,b) unique
satisfaisant (20)-(21). Conclure.

Ex8. (Conditions aux limites de Neumann non homogénes).
Etant donnés —oo < a < b < +oo, f € L%(a,b), ¢ € L>®(a,b), et (o, 3) € R?, on
considere le probléme aux limites suivant : trouver u € H?(a, b) vérifiant :

{u”(:v) +e(@)u(z) = f(z), z € [ab]  (22)
W(a) = a, u'(b) = B. (23)

a) Montrer que si u € H?(a,b) est solution de (22)-(23) alors u est solution du
probléeme variationnel suivant :

b b b
/ u’(m)v’(m)dm—i—/ c(x)u(z)v(zr)dr :/ f(x)v(x)dz—av(a)+Bu(b), Vv € H(a,b).
(24)

b) Montrer réciproquement que si u € H'(a,b) satisfait (24) alors u € H?(a,b) est
solution de (22)-(23).

¢) On suppose maintenant c¢(x) > ¢g > 0 p.p. z € (a,b). Montrer que (24) admet une
unique solution u € H!(a,b). Conclure.

Ex9. Soient I = (0,1) et zp € 1.

a) Montrer & I'aide de la continuité de I'injection H!(I) < L°°(I) que d,, se prolonge
en une forme lindaire continue sur H§(I), encore notée &y, .

b) Montrer alors qu’il existe u € Hj(I) unique satisfaisant
/u'(x)’u/(:r)dac = 84, (v), v € HY(I). (25)
I

c¢) Montrer enfin u € H§(I) est solution de (25) si et seulement —u” = —d,,. Conclure.

d) Calculer ensuite explicitement u.
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2.6.2 Solutions des Ex 1, 2, 3 et 4.
Ex1. On avu € L3(I) car ¢ € L°(I) et u € L2(I), donc

(), @) = —(pu, ) / (e)ule)d (z)dz,

pour tout ¢ € D(I). Comme ¥y’ = (p) —1Y'¢ au sens fort, et que Yy € D(I), il
résulte donc de ce qui précéde :

(Yu), @) = (W, Pp) + (ud', ).

= [;u/( Yo(x)dz = (', @) car v/ € L2(I) et donc ¥’ € L2(I). Ce
qui donne ﬁnalement

((bu), ) = (u', ) + (g, ), ¢ € D(I),

et prouve le résultat. Par suite (u)’ € L2(I) donc vu € H'(I).

Ex2. Soit f € CY(R). Alors, pour tout £ > 0 et tout sous-ensemble compact K C R,
il existe 6 = (g, K) > 0 tel que

(lyl <0) = (If(z —y) = f(z)| <&, Va € K),

car f est uniformément continue sur K. Ainsi, pour tout z € K, on a

(pm* [ = f)(x) = pm(y) f(x —y)dy — f(x)

pm(y)(f(x —y) — f())dy

1/m
pm(y)(f(x —y) — f(2))dy, m € N¥,

I Il
— 5

—1/m

en utilisant le fait que [; pm(z)dz = 1 et supp py,, C [—1/m,1/m]. Par suite pour
tout my > 1 assez grand de sorte que 1/mg < 9, il vient

’(pm*f_f)(x)‘<57 xEK, mZmO-

Cela montre que si f € CY(R) alors p,, * f converge vers f uniformément sur tout
compact K C R.

Supposons maintenant que f € D(R) et posons K = supp f. Comme supp pm, * f C
K = {z € R, dist(z, K) < 1/m}, alors limy, s1 o0 |pm * f — f”Loo(i{) = 0 vu ce qui
précede, donc (py, * f)m converge vers f dans L2(R) car K est de mesure finie.
Finalement, si f € L?(R), alors pour tout ¢ > 0, on peut choisir f. € D(R) telle
que || f — fellor < €. Or, en admettant provisoirement que ||pm * f — pm * fellor =
Hpm * (f - fe)”O,R < ||f - fs on a pour tout m > 1,

lom* f = fllor < lpm*f—pm* fellog + lpm * fo — fellog + || fe — fllor
S 2||f5_ *fS_fEHO,R
< 25"_”pm*f5_fa
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de sorte que ||pm * f — fllog < 3€ si m est assez grand d’apres ce qui précede. Reste
donc & justifier que |[pm * gllor < |lgllog pour tout m € N* et tout g € L?(R). Ceci
peut étre vu en remarquant pour tout z € R, que

2
(o % 9)(@)|? = < / P& — y)g(y)2dy,
R

/ pm(z —y)g(y)dy
R

via I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui entraine bien
Il < [ e = v)otudady = ol

Ex3. Si¢ € D(I) on peut écrire 9 (x)? = 2 [ 4)(t)y(t)dt pour tout = € I, puis ap-
pliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Cela donne v (z)? < 2||9|lo.s]|%[lo.r < ||¢||%7I
On se donne ensuite (U, )m dans D(I) telle que limy,— 400 || — um |17 = 0. On sait
d’apres ce qui précede que |[um1p — UmllLeo (1) < [msp — umll1,r pour tout m,p € N,
de sorte que (um,)m est de Cauchy, et donc converge, dans L>°(I). Notons g sa li-
mite : i, oo [[ttm — gLy = 0. Comme L°(I) C L}, (1) il est clair que (up)m
converge vers g dans D'(I). De plus, comme (t,),, converge vers u dans L2(I), et
donc dans D'(I), on en déduit que g = u par unicité de la limite. Maintenant, comme
|t (2)| < |Jum|l1.r pour tout € I et tout m € N, le résultat s’obtient en faisant
tendre m vers 'infini.

Ex4.

a) Soient (Um)m €t (vUm)m deux suites dans D(I) satisfaisant

i = o v =0, (26)
Comme H'(I) s’injecte contintiment dans L>°(I) d’apres ’'Ex3, il s’ensuit de (26)
que (Um)m €t (Um)m convergent uniformément sur I, vers respectivement u et v :

il =gy = limfom = vl = 0.
Ainsi (UmVm)m converge vers uv dans L2(I), et donc dans D'(I). La dérivation
étant continue dans D'(I), ((umvm) )m converge donc vers (uv) dans D'(I). De
plus, (1), Um)m et (wmv),)m convergent respectivement vers u'v et uv’ dans L2(1),
donc dans D'(I). Or pour tout m € N, nous avons (U, vy,)" = ul, Um + umv), au
sens classique (et donc au sens faible), ce qui fait I’on obtient (uv)’ = v'v+wuv’ dans
D'(I) en faisant tendre m vers l'infini. Comme le membre de droite de I’égalité
précédente appartient & L2(I), celle-ci a lieu dans L?(I), ce qui établit que uv €
HY(D).

b) Les suites (tp)m et (vUm)m étant celles de 1), il suffit de faire tendre m vers 'infini
dans I'égalité [¥ uy, (£)vm (£)dt+ [¥ um ()0}, (£)dt = tm (Y)Vm (y) = tm (@) vm(2), qui
a lieu pour tout m € N et tout x,y € I.

11. En effet nous avons |[ul,vm — u'vlo,r < [[(uh — w)vmllo + |/ (vm — V)|or < |lurp, —
U |lo,zllvm|lLee 1y + |4 [|o,7[|vm — v||Lee 1y pour tout m € N.
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3 Schémas aux différences finies en dimension 1

Etant donnés deux réels a < b, I = (a,b), ¢ € L>°(I) satisfaisant la condition
(11) et f € L%(I), on consideére le probléme aux limites (7)-(8), dont on sait grace
au Corollaire 19 qu’il admet une unique solution u € H2(I) N H{(I). L’objectif de
ce chapitre est de construire une fonction approchant u en approximant 1’opérateur
“dérivée seconde” de (7) par un schéma numérique aux différences finies.

3.1 Construction du schéma aux différences finies
3.1.1 Partition réguliére de [
Pour N € N* fixé, soit o7 = {x; }jV: ! la partition réguliere de I obtenue en posant

b—a
N+1

zj=jh, 0<j<N+1 ouh= est le pas de la subdivision o;.

Notons U = (u(z1),u(x2),...,u(zn)) le vecteur de RY formé par les N valeurs
successivement prises par w aux points x1,xo,...,xn de o7. Le but de la méthode
exposée est de déterminer Uy, = (u1, ug, ..., uy)’ € RV satisfaisant

lim ||Uy, — U o = 0. (27)
h—0

Ici ||.]|oo désigne la '2norme infinie de RY, de sorte que la condition (27) est équivalente

a
}llig%)|uj—u(xj)|:0, Vj=1,...,N. (28)

3.1.2 Schéma aux différences finies 1D

Approximation au premier ordre de la dérivée seconde. Soit x un réel fixé.
Si v est une fonction '3 “suffisamment réguliere” dans un voisinage de x, la formule
de Taylor-Lagrange a 'ordre 3 garantit l'existence d'un réel z4 € (z,z £ (h/2))
satisfaisant

h\ h, B2, s
v (x + 2> =v(zr)+ 5 (x) + 3 () + 57 (x+),

ce qui implique facilement (en faisant la différence des égalités obtenues séparément
avec le signe + puis avec le signe —) que :

h'(z) = v (w + Z) —v (x — Z) + O(h3). (29)
En appliquant (29) & v(z) = u(z £ h/2), on obtient alors que
hat <a: 4 ’;) — t(u(z £ h) — ul2)) + OH®), (30)
et comme, de plus,
hu' (z) = o' <x + Z) — (az - Z) +O(h?),

12. Elle est définie pour tout V = (v1,v2,...,vn)T € RY par |V]jeo = maxi<j<n |v;].
13. 11 suffit en fait que v soit deux fois contintiment dérivable et admette une dérivée d’ordre 3.
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en prenant v = u’ dans (29), il s’ensuit immédiatement de ceci et de (30) que

u(z + h) — 2u(x) + u(x — h)

o' (z) = % + O(h). (31)
Construction du schéma. Posant ¢; = c(z;) et f; = f(z;) pour tout j =
1,..., N, on définit le schéma auz différences finies associé a (7)-(8) comme suit :

—%4—@1@ fi, 1<j<N (32)
Upg = UN+1 = 0. (33)

Clairement, (33) traduit les conditions aux limites (8), tandis que (32) est la version

discrete de I’équation différentielle (7) dont la partie différentielle a été approximée
par le second membre de (31). Il est facile de voir que le systeme (32)-(33) se met
sous la forme matricielle équivalente

AUy, = Fy, (34)

ou Ay est la matrice tridiagonale N x N suivante

aA -1 0 ... o0

| a1 :
Av=2021 0 o0 | (35)

: 1 o, -1

0 ... 0 -1 as\lfl)

d’éléments diagonaux agh) =2+c¢jh?, 1<j<N.

On a donc remplacé (en un certain sens “approximé”) le probleme initial, qui
est de trouver u € H2(I) N H(I) satisfaisant (7)-(8), par celui formé par le systéme
linéaire (34), d’inconnue Uj, € RY. 1l est donc naturel de se poser les deux questions
suivantes, qui seront examinées dans la suite de ce chapitre :

(i) Le systeme linéaire (34) admet-il une unique solution U, € RN ?

(ii) Dans I'affirmative, la condition (27) est-elle satisfaite ?

3.2 Existence et unicité de la solution du probleme discret

Lemme 20. Pour tout V = (v1,vs,...,on) €ERN on a :

N-1
(AhVVRN—ZCJ'U toz | v —i—Z vj —vj-1)” + vk
7j=1

14. Autrement dit : la solution approchée U converge-t-elle vers la solution discrétisée exacte Uj
lorsque le pas de la subdivision o7 tend vers 07
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Démonstration.
D’apres (35) Aj se décompose en la somme C' + Ay, de la matrice diagonale C' =
diag(cj)i<j<n et de

2 -1 0 0
-1 2 -1
1
Ah - ﬁ 0 0 )
-1 2 -1
0 0o -1 2

de sorte que (ARV,V)gny = (CV,V)pn + (ALV,V)pn = Z;VZI
suffit donc de prouver que

Cj’l)? + (AhV, V)gn. 11
N—-1

RA(ALV, V )y = v + Z v; —vj_1)? + V3 (36)
7j=1

En fait, on a

R2(ARV, V)gn

N-1
= (21)1 — '1)2)1)1 + (—Uj_l + 2'Uj — Uj+1)7)j + (21)]\[ - UN—l)UN
=2
N—-1 N—-1
= (2u1 —wo)ur + Y (vj —vj-1) Z (vj41 — vj)vj + (2un — vN-1)VN,
j=2 J=2

par un calcul direct, ce qui permet, en utilisant le fait que Z;V: _21 (vj —vj_1)v; =

Z;V:_f (vj+1 — vj)vj—1, d’aboutir ensuite facilement a ’expression suivante :

N-2
R (AV,V)gy = (201 —va)or + (v2 —v1)va + > [(vj41 — vj)vj41 — (05401 — vj)vy]
j=2
—(vn —wun-1)on—1 + (2u8 — UN_1)UN.
Comme (2v1 — v2)vy + (v2 — v1)vg = v} + (vo —v1)% et —(vy —vn_1)vN_1 + (20N —
vv_1)oN = (vy —un_1)? + U]2V, on obtient finalement que

N-2
hQ(AhV, Vgn = U1 + (vg —v1) 2y Z Uj-&-l — U])z + (vy — UN,1)2 + 1112\[,
7j=2

ce qui n’est autre que (36). O
Le corollaire naturel du Lemme 20 fournit le

Proposition 21. La matrice Ay, est symétrique définie positive, et donc inversible.

Démonstration.
La symétrie est évidente et la positivité découle directement du Lemme 20 combiné au
fait que ¢; > 0 pour tout j =1,..., N, en vertu de (11). Ensuite, si (A,V,V)gy =0
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le Lemme 20 et (11) entrainent que v; = vy = 0 et vj41 —v; = 0 pour tout j =
1,...,N — 1, ce qui implique facilement que vy = vy = ... = vy =0, i.e. que V =0,
et donc que Ay, est définie. [J

Il résulte évidemment de la Proposition 21 que Uy, = AglF n, existe et est uniquement
déterminé.

3.3 Monotonie

Commengons par introduire les trois définitions suivantes.

(a) La matrice M = (m;;)i<ij<n € RN? est dite %4 termes positifs si m;; > 0 pour
tout 1 <1,5 < N.

(b) Le vecteur V = (v1,vs,...,uy) € RN est dit positif si v; > 0 pour tout i =
1,...,N. On note dans ce cas V > 0.

(c) Une matrice carrée M est dite monotone si elle inversible et que son inverse M !
est a termes positifs.

Ceci posé, on va maintenant montrer que :
Proposition 22. La matrice Ay, est monotone.

Démonstration.
11 suffit en fait de prouver que Ay, obéit au “principe du maximum discret”, ¢’est-a-dire
qu’elle vérifie 'implication suivante :

(VV e RN, A,V >0) = (V >0). (37)
En effet, E; désignant le jime vecteur de la base canonique de RY pour chaque
j=1,...,N, le j®e yecteur colonne B; de la matrice A}:l s’écrit B; = AglEj, de

sorte que I'on a F; = A,B; > 0 (puisque toutes les coordonnées de E; valent 0 a
I'exception de la ¢ qui est égale & 1). Ceci implique B; > 0 grace & (37) et montre
le résultat cherché.

Afin de justifier (37), considérons p € {1,2,..., N} tel que v, = min;<;<n vj;, chacun
des v;, 1 < j < N, désignant la jieme coordonnée de V.

(i) Sip =1 (resp. p = N) alors on a v; —ve < 0 (resp. vy — vy—1 < 0), donc,
comme (AyV)1 = (2 + c1h®)vy —v2 = (1 + cth?)vy + (v1 — v2) > 0 (resp.
(ARV)N = —ony—1 + (2 + CNh2)’UN =1+ CNhQ)UN + (vy —vn—1) > 0) par
hypothese, cela implique que (1 + c1h?)vy > 0 (resp. (1 +cyh?)uy > 0) et donc
que v1 > 0 (resp. vy > 0).

(ii) Sip€{2,...,N—1} onadans ce cas v,—vp—1 < 0 et v,—v,11 < 0, de sorte que
I'hypothese (AnV)p = —vp—1+ (2+ cph?)vp —vpi1 = (vp —vp—1) +cphvp + (vp —
vp+1) > 0 entraine nécessairement que c,h?v, > 0, c’est-a-dire que c,v, > 0.

— Si ¢, # 0, c’est-a-dire ¢, > 0 d’apres (11), on en déduit que v, > 0.

15. A ne pas confondre avec la notion de positivité matricielle, qui, elle, se traduit pas le fait que
Pinégalité (MV,V)gn > 0 doit étre satisfaite pour tout V € RY . En fait, une matrice & termes positifs
0 1
0 0
Et réciproquement, une matrice positive n’est pas forcément a termes positifs non plus, comme on

peut le vérifier sur ’exemple de M = ( (1) _12 )

n’est pas forcément positive ; il suffit de considérer le cas de M = ( pour s’en convaincre.
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— Dans le cas ol ¢, = 0, on remarque que (A,V),, qui est > 0, est la somme de
Up — Up—1 €t vp — Vpy1, qui sont tous deux < 0, ce qui signifie que v, = vVp+1.
Il est donc possible de reprendre le raisonnement précédent avec p+ 1 (disons
p + 1 pour fixer les idées) au lieu de p. Comme il n’y a qu'un nombre fini
(N exactement) de valeurs de p possibles, on aboutit donc nécessairement a
la conclusion de 'un des deux cas examinés plus haut, a savoir qu’il existe
po € {p+1,...N} tel que vy, =vp41 = ... =1vp, > 0.
On a donc obtenu que v; > v, > 0 pour tout j = 1,..., N, ce qui établit bien que
V >0, et prouve (37). O

3.4 Consistance

On appelle erreur de consistance le vecteur R € RN dont la j™® composante

1

72 (—u(zj1) + 2+ ¢p*)u(z;) — u(zj1)) — f5, 1< j <N, (38)

T =

est obtenue en remplacant le vecteur Uy par la “solution exacte” U; dans le schéma
aux différences finies (32). Autrement dit,

Ry, = ApU;, — F, = Ap(Uy — Up), (39)

la deuxieéme égalité étant simplement une réécriture de la premiére combinée a (34).
De plus, comme f; = f(z;) = —u"(z;) + cju(x;) pour tout j = 1,2,..., N, d’apres
(7), il résulte facilement de (38) que

1
rj =43 (Cul@i-1) + 2+ cih?yu(a;) — u(zji1)) — (=" (25) + cju(ey)),  (40)
ce qui montre que (la %™ composante) de I'erreur de consistance Ry, mesure I’erreur

d’approximation de I'opérateur différentiel —% + ¢ par le schéma (32) (au point x;).
On dit que le schéma (32)-(33) est consistant si

li 0o = 0.
lim || Ry 0 = 0

S’il existe de plus deux constantes p > 0 et C > 0 indépendantes de h, pour lesquelles
on a
[Rhllec < CHP,

pour tout h > 0 assez petit, ce schéma sera dit d’ordre p.

Lemme 23. Siu € C*(I) alors le schéma (32)-(33) est consistant et d’ordre 2. Plus
précisément on a :

g e T

< o h?. (41)

Démonstration.
11 suffit d’appliquer la formule de Taylor-Lagrange & l'ordre 4 & u (ce qui licite au
vu les hypotheses de régularité faites sur cette fonction). Pour chaque j = 1,..., N,
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elle garantit I'existence de a:ji € (zj,xz; £ h) (c’est-a-dire :U;L € (zj,zj41) et z; €
(xj—1,x;)) satisfaisant 1’égalité

h? h3 hto
u(wjer) = u(ay) & bt () + S (ag) & 3 @)

ce qui entraine immédiatement que

h? _
()2 u() —ulwsen) = WA= @)+ ula;) - o7 (u(@7) +u()
1l résulte de ceci et de (40) que r; = —(h%/24)(u® (z;) + u® (a:;r)), ce qui implique
bien (41). O

3.5 Stabilité

La solution Uy, de (34) dépendant du vecteur F},, on dit que le schéma (32)-(33) est
stable il existe une constante ¢ > 0 '8indépendante de h vérifiant

1Unllso < ¢l|Frlloo, YFi € RY, Vh > 0. (42)

La terminologie employée ici s’explique par le fait qu'un tel schéma garantit la stabilité
de la solution U}, par rapport a une éventuelle perturbation du second membre Fj,.
En effet, si 'on modifie F}, en F), + 6 F}, la solution U}, du systeme perturbé associé a
Fy, + 0 Fy, vérifie AhUh = F} + 6 F}y, ce qui donne Ah(ﬁh —Uy) = dF}, en vertu de (34).
Le vecteur Uy, — Uy, est donc solution du schéma (32)-(33) associé au second membre
dF},. Or, si ce schéma est stable, alors (42) s’applique a 0F}, et entraine

10 = Unllso < cll6Fnl oo,

garantissant ainsi que Perreur d’approximation ||Uj, — Up|les de Uy par la solution
perturbée Uy, est contrélée (A une constante multiplicative pres) par la taille de la
perturbation 0 Fj, elle-méme.

A la lumiere de (34), il est clair qu'une condition suffisante (c’est méme une condition
équivalente) garantissant (42) est

ANV

14, oo = v =
verM\goy  [IVllso VERN, [|V]lso=1

ce qui signifie que la norme matricielle de Agl induite par la norme (vectorielle)
infinie, "notée HA;ZIHOO et définie comme ci-dessus, est majorée par ¢, uniformément
par rapport a h. En effet, dans ce cas on vérifie bien que

14, Filloo
”FhHoo

Lemme 24. Le schéma (32)-(33) est stable.

1Uhlle = 14" Falloo = Elloo < AR ool Fhlloe < el Falloc-

16. Mais dépendant éventuellement de w.
17. La notation est identique a celle utilisée pour la norme vectorielle infinie, bien qu’il s’agisse ici
d’une norme matricielle.
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Démonstration.

Reprenant les notations du Lemme 20 on a A;, = C + Ap. Comme A, coincide avec
Ay, lorsque la fonction ¢ = 0, il résulte des Propositions 21 et 22 que Ay et Ap, sont
toutes deux inversibles et monotones. En multipliant 1’égalité précédente a gauche
par AL et & droite par A}_Ll, on obtient 81’identité suivante

AT AT = AT

dans laquelle le second membre est a termes positifs, puisque formé par le produit
de trois matrices a termes positifs. Il ressort facilement de ceci, et de I'expression
explicite

N
1M loc = max > [mi;l, (43)
7j=1
valable pour n’importe quelle matrice M = (m; ;)1<i j<n, que
145 oo < 143 - (44)

Pour prouver le résultat désiré, il suffit donc de montrer que la norme [|A; (/o est
uniformément majorée par rapport a h. Pour cela, commencons d’abord par établir
que

185 oo = 185" E oo (45)

oun B =(1,1,..., l)T est le vecteur de RY dont toutes les composantes valent 1. En
effet, la i*™° composante de A,;lE, 1 <i< N, est égale a Z?;(A;;l)i,jv ou encore
a Z;Vﬂ |(A,:1)”| puisque A,:l est a termes positifs. On obtient ainsi, par définition
de la norme (vectorielle) infinie, que |A;'Efo = maxi<i<y Z;V:1 (A D], ce
qui, a la lumiere de (43), implique bien (45). Ceci fait, il convient de remarquer que
D = A,:lE et E sont respectivement le second membre et la solution du probleme
(32)-(33) associé a la discrétisation du probleme

—U” =1
{ u(a) = u(b) =0,
c’est-a-dire du probleme (7)-(8) lorsque ¢ = 0 et f(x) =1, x € I. Ce probleme admet
une unique solution, qui est u(z) = (z — a)(b — z)/2. Elle satisfait v(¥ = 0 donc

Ap(Up=Uy) = Ry, = 0 en vertu de la seconde égalité de (39) et du Lemme 23. Ce qui
donne (Ap(Up — Uf),Up — Up)rn = 0, et finalement Uy, = U} puisque Ay, est définie

en vertu de la Proposition 21. Ainsi la #°™¢ composante d; de D vérifie
;i —a)(b—x; ih(b—a —ih
dizuizu(%):(wl all xz):z( e Z),lﬁiSN,
2 2
de sorte que
h(b—a—ih b—a— b—a)?
ID|loc = max |d;| = max ih(b = a — ih) < sup wb-a-z) (b—a)
1<i<N 1<i<N 2 z€[ab] 2 8

Compte tenu de I'égalité D = A, 'E et de (44)-(45), nous avons donc obtenu que
|45 lso < (b—a)?/8, ce qui entraine (42) avec ¢ = (b—a)?/8, et acheve la démonstration.

18. Connue sous le nom de “premiere formule de la résolvante”.
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O
A toutes fins utiles, remarquons qu’il ressort également de la démonstration précédente
que :
2
-1 (b—a)
147 o < 2225 (46)

3.6 Convergence du schéma

Théoréme 25. Siu c C*(I) alors on a

b— 2
1Un — Ut oo < L=

(4) 2
96 sup [u'™ (x)[h”.

zel

Démonstration.
On sait que Ry, = A, (U, — Uy) en vertu de la seconde égalité de (39) et du Lemme
23. Par suite Uy, — Uy = A,;th, de sorte que

UL = Ui lloo < 1145 oo | B oo-

Le résultat s’ensuit donc immédiatemment de ceci, du Lemme 23 et de (46). OJ

Le Théoreme 25 établit donc que lerreur de discrétisation |u; — u(x;)| en z;, décroit,
pour chaque ¢ = 1,..., N, quadratiquement par rapport au pas de la subdivision.
Par ailleurs, on vérifie sur cet exemple que la stabilité (c’est-a-dire, le fait que
|45 1|0 s0it majorée par une constante indépendante de %) et la consistance (le fait
que limy,_,0 || Rh|lcc = 0) du schéma entrainent la convergence en norme L*°-discrete.

3.7 Exercices
3.7.1 Enoncés

Ex1. (Rappels sur la notion de norme matricielle). Soit N € N*. Pour tout
p > 1, on rappelle que |[vf, = 301, |Ui|p)1/p définit une norme appelée norme p
sur RV, Si p = 2 il s’agit évidemment de la norme euclidienne. De méme ||v]|o =
max;—1,. N |vi|, est une norme appelée norme infinie. Elle peut étre vue comme la
limite des normes p en ce sens que [|[v]|l = limp_ioo ||V, Yo € RY. Une norme
matricielle sur My (R) est une norme vectorielle sur RV ’ qui est continue pour le
produit matriciel, en ce sens qu’elle vérife la condition supplémentaire suivante :

IAB|| < [IA[|[|B]l, VA, B € Mn(R).

Soit ||.|| une norme vectorielle sur RY. Pour tout A € My (R) la quantité
Av
= s o = s,
verM\(o} [0l verm\qo}, o<t veRN, [|ol|=1
s’appelle norme induite par ||.|| de A (on parle aussi de norme subbordonnée a

l.]l). C’est une norme matricielle sur My (R), qui vérifie entre autres propriétés
immeédiates :

() 4v] < 4] loll, Yo € RV,
(ii) Al = inf{a € Rs, [|4v]| < aflv], Vo € RV},
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(ii)) Ju € RM\{0}, [|Aull = [|Alf[|ull.

Dans le cas particulier ot ||.|| = ||.||, et p = 1,00, on va prouver qu’il est possible de
donner une expression explicite de la norme induite associée. On considere pour cela
A = (aijh<ij<n € My(R).

a) Montrer que [|Al[; = maxj—1,__p Zf\;l |aijl.

b) Soit jo € {1,..., N} tel que ||Al|; = Zfil laij, | Vérifier que || Aej, |1 = || All1]lej0 |1

ol ej, désigne le ji¥™e vecteur de la base canonique de RY (i.e. (ej)i = 6

1<i<N).

,Jo

c) Montrer que ||Aljcc = maxj=1 . p Z;VZI lagj].

d) Si A est a termes positifs (i.e. si a;; > 0 pour tout 1 < 4,5 < N), montrer que
[Aelloo = | Allcolle]los, ol e = (1,...,1)T.

Ex2. Etant donnés c, f € C?([0,1]) avec c(x) > 0, 2 € [0, 1], on considere le systeme

{—u”(:ﬂ) +e(z)u(z) = f(z), z€[0,1]  (47)
u(0) =u(1) =0, (48)

et 'on se donne un maillage 0 = x¢g < 21 < 22 < ... < zny < xy+1 = 1 dont le pas
n’est pas forcément uniforme.

a) Ecrire un schéma aux différences finies consistant avec (47)-(48).

b) Quel est son ordre ?

¢) Montrer (en vous inspirant de la méthode développée en cours) que le schéma est
stable.

Ex3. Etant donné f € C°([0,1]) satisfaisant fol f(t)dt = 0, on considere 1’équation
de Laplace avec conditions aux bords homogenes de type Neumann :

{—u"cr) fla), z€0,1]  (49)
W'(0) = /(1) = 0. (50)

a) Montrer que le probléme (49)-(50) posséde une unique solution u € C2([0,1])
déterminée a une constante additive pres. Préciser son expression.

b) On se donne ensuite N > 1 et l'on pose z; = ih, 0 < i < N+ 1,ou h =1/
(N +1). Définir un schéma aux différences finies consistant avec (49)-(50). Préciser
en particulier comment se traduisent les conditions aux limites (50).

¢) Mettre ensuite ce schéma sous forme matricielle Apup, = fr, ot up = (ug, ..., un41) €
RN+2 donne une approximation de la solution exacte u de (49)-(50) aux points
T1y.-.3,TN-

d) Montrer que Aj est symétrique et que la dimension de son noyau est 1. Sous
quelle condition sur fj le probleme Apup = f;, admet-il au moins une solution ?
Comment choisir f;, de sorte que cette condition soit toujours satisfaite et que fj,
“approche” f7?
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Ex4. Etant donnés (a,b) € R? et f € C°([0,1]), on consideére I’équation de Laplace
avec conditions aux bords non homogenes de type Dirichlet :

{ﬂumsz»xemu (51)
u(0) = a, u(l) =0. (52)

a) Montrer que le syteme (51)-(52) admet une unique solution v € C2([0, 1]) dont on
donnera I’expression explicite (en fonction de f).

b) Ecrire un schéma aux différences pour approcher la solution de (51)-(52).

¢) Comment se traduisent les conditions aux limites (52) ?

3.7.2 Correction de I’Ex3

a) Siu € C?([0,1]) est solution de (49)-(50) alors elle vérifie forcément

wmzwmﬁéwwwz—lf@@»emm

en vertu de (49) et de la premiere égalité de (50). En intégrant cette égalité sur
[0, z], x € [0, 1], il vient ensuite

u(z) —u(0)+/0xu’(t)dt—u(0) —// F)dydt, € [0,1].

Ainsi toute solution de classe C? de (49)-(50) est nécessairement de la forme

0,1] 5 2 > ue(x) = C — //f dydt, (53)

ou C' est une constante réelle arbitraire.

Réciproquement, il est clair que  — [ fo y)dydt € C%([0,1]) car f € C°([0,1]),
et donc que la fonction uc définie par (53) est bien de classe C? sur [0, 1] quel que
soit C' € R. De plus, un calcul direct montre que uc vérifie simultanément ”bien
(49) et (50) donc l’ensemble des solutions de (49)-(50) est donc {uc, C € R}.

b) En écrivant (49) en chacun des points z;, j = 1,..., N, et en utilisant la formule
d’approximation (31), qui est précise a l'ordre 1 en h, il vient facilement que
Uir] — 2U5 + Uj—1 .

e hZJ = = fj=f(z;), 1<j<N. (54)
On retrouve ainsi (32) dans le cas particulier ou la fonction ¢ est identiquement
nulle. Reste a traduire les conditions de Neumann (50). Pour cela on utilise la
formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 2

u(z £ h) —u(z)
Y + O(h),

qui permet d’approximer u'(0) par (u; —ug)/h (en prenant x = x¢p = 0 et le signe
+ dans Iégalité précédente) et u'(1) par (uns1 — un)/h (en choisissant cette fois
x = xNn41 = 1 et le signe —). De ce fait les conditions aux limites (50) se traduisent
par les deux identités suivantes :

u'(z) =+

up —ug =0, uyy1 —uny =0. (55)

19. L’égalité ue (1) = 0 découle de la condition fol f(z)dz = 0.
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c) Afin d’obtenir une matrice de rigidité A qui soit symétrique, on réécrit (55) sous
la forme équivalente suivante :

ug — U1
h2

—UN + UN+1
B2

=0, =0,

de sorte que (54)-(55) se met sous la forme matricielle AUy = fp,, ou Ay, est la
matrice carrée de taille N + 2

1 -1 0 0
-1 2 -1
1
Ah - ﬁ 0 0 ’
-1 2 -1
0 0 -1 1

et F, = (0, f1,..., fn, 00T € RN+2 avec fi=1f(xj),j=1,...,N.

d) Le fait que Ay, soit symétrique est évident, et un calcul élémentaire montre que son
noyau ker Ay est la droite véctorielle engendrée par E = (1,1,...,1)T € RN+2,
Le probleme Apup, = fr, admet donc une solution a condition que f;, € Im Ay.
Comme Im Aj, = (ker Ay)* puisque Aj est symétrique, cela revient & imposer

N
(fps E)ovez = > _ f5=0. (56)
=1

Si I’on choisit f;, = (0, f1,..., fx,0)7 avec fi = 03h/2 f(x)dz, f; = fg:?j((:/;)) f(x)dx

pour j =2,...,N—1let fy = f11_3(h/2) f(z)dz alors la condition fol f(z)dx =0
garantit que fj, obéit bien a (56) puisque 2;\7:1 fi = fol f(z)dz avec le choix
précédent. De plus f; approxime correctement f en ce sens que chacun des fj,
Jj=2,...,N —1, est la valeur moyenne de f sur l'intervalle [x; — (h/2),z; + (h/

2)].
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4 Schémas éléments finis P; en dimension 1

La stratégie de la méthode des différences finies consiste a approximer ’opérateur
différentiel du probleme (7)-(8) a I’aide d’une formule de différences. Dans la méthode
éléments finis, qui va étre présentée ici dans le cas particulier tres simple des éléments
de type PPy, ce sont les fonctions de la formulation variationnelle associée (9), et non
lopérateur différentiel, qui sont approximées. Cette technique procede par la construc-
tion de fonctions approchées qui ne dépendent que d’un nombre fini de parametres.
Ainsi, au lieu de considérer la solution du systéme d’équations étudié dans un espace
de dimension infinie, on cherche la solution du méme probleme dans un espace de
dimension finie.

4.1 Approximation des fonctions

Soient a < b deux réels et I = (a,b).

4.1.1 Discrétisation et espace d’approximation

L’objectif est de construire un espace d’approximation ayant une base simple dans
laquelle toute fonction de CY(I) se décompose trés facilement. Le plus simple est
d’utiliser des fonctions affines par morceaux, ce qui nous amene naturellement a
considérer l'espace des fonctions polynémiales (& coefficients réels) de degré < 1,

Py ={x— azx+ 5, a,p R}
On se donne ensuite une partition de I, notée oy,

a=20<x1<...<axNy<ZNt1=0b, N>1, h = max (x;41 — x;), (57)
0<i<N

a partir de laquelle on définit I’espace d’approximation (associé aux éléments finis P;)
Vil = {v,v € COT) et V[wszisa] € P1, 0 <@ < N} (58)

4.1.2 N + 2 fonctions “chapeau”

Commencons par remarquer qu’il existe N + 2 fonctions ¢; € Vhl, 7=0,...,N+1,
dites “chapeau” (du fait de la forme de leur graphe pour j =1,..., N) qui satisfont

vj(xr) =0k, 0< 5,k <N+ 1. (59)

Pour cela, il suffit de vérifier que

0 six > a1
T) = _ . 60
#o(x) { T simg <@ <, (60)
puis
0 siz<wxj_iour>Ti4
XT—Tj—1 . .
pj(x) =14 T, SIT1STST pour 1 < j < N, (61)
Tj+1—T

ey six; < v < xjqq,
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et
0 six <axpn

ony1(T) = { _aay

ITN+1—TN

sizy <z < xTN41, (62)

conviennent. Ces N + 2 fonctions décrivent effectivemment Vh1 en ce sens que :

Proposition 26. Vh1 est un R-espace vectoriel de dimension N + 2 dont une base

naturelle (ou “canonique”) est {goj}j-\fal.

Démonstration.
11 découle directement de (59) que {¢p; }j\f: ! est libre. La famille est de plus génératrice
dans Vhl, car on vérifie facilement que

N+1

v= Z v(zi)pj, vE V. (63)
=0

4.1.3 L’élément fini P; est de classe H!
Par cette phrase, on entend simplement que :
Proposition 27. V! ¢ H'(I).

Démonstration.

Eu égard a la Proposition 26 il suffit de vérifier que chacune des fonctions ¢;, j =
0,..., N+1, appartient & H'(I). D’abord, comme elles sont continues sur I, borné, ce
sont évidemment des fonctions de L2(T). Reste & montrer que leur dérivée ¢’ (prise au
sens des distributions) est également de carré intégrable sur I. Faisons-le pour ¢y, le
raisonnement étant identique pour ¢;, j =1,..., N + 1. En fait pour tout ¢ € D(I),
on a par définition de ¢}, (c’est-a-dire de T, 9’90, pour reprendre les notations utilisées
au §1)

(20, 2) D1y, (1) = (Tpgs ) D01y, 0(1) = —Tipo» €'Y D(1Y,D(1) = —/Isﬁo(x)(ﬁ/(x)d%

puisque T, est une distribution L?(I)-réguliere. A la lumiere de (60), cela donne

/ . Iy —T /
, = d
<‘P07‘P>D(I) ,D(I) / - xo (z)dx
T —T e /361 1
= — x)dx, 64
- [ 22w ] e (64)

en intégrant par parties sur (zo,x1), ce qui est licite puisque = — (x1 — z)/(x1 — x¢)
et ¢ sont bien de classe C! (et méme C™) sur cet intervalle. Comme ¢ est & support

x
compact sur I = (xg,xn+1) elle vérifie p(zy) = 0, de sorte que [afll__;ogp(:v)] "—0et
o
(64) devient finalement

S Lizg,21) (2)
<906a90>D(I)’,D(I) = —/ p(r)dz = /I—(Ol)w(x)dl’v

o L1 — 20 1 — X0
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ou Iy désigne la fonction indicatrice de n’importe quel sous-ensemble J C R. Or
z — Lz z)/ (w1 — x0) € L*(I) donc Dégalité précédente établit que la dérivée
distribution de ¢q est une distribution L?(I)-réguliere

H(a:o,aq)(x)

, x €l
1 — o

po(r) = —

et par suite que o € H'(I). O

4.1.4 Approximation des fonctions par les éléments finis P,
A la lumiere de (63), on définit 'opérateur de projection (de C°(I)) sur V;! par :
m . ¢ — v
N+1
R DA CH I

C’est un opérateur linéaire et continu pour la topologie de la norme de L*°(I), en ce
sens que

(65)

1Ty < Nlvllee(rys v € CO(T). (66)
En effet, pour chaque j = 0,..., N, on a simultanément ¢;(x) > 0, pjri(z) > 0 et
@j(z) 4+ pjt1(z) =1 pour tout € [z;,x;4+1], de sorte que
(M) (@) = [o(z))e;(@) + v(@je)pi ()]
max([v(z;)|, [v(zj41)])(@;(x) + @j41(z))
max([v(z;)|, [v(zj41)]), = € [25, Tj4a]-
(

IN A

Par suite, |(IT v)(z)] < maxocj<ny1 |v(z5)] < [[v]lpee(ry pour tout z € I, ce qui
entraine immédiatement (66).

Remarque. L’opérateur H}L est un opérateur d’interpolation : le graphe de H}Lv s’0b-
tient en effet en reliant les points (xj,v(x;)) et (xj41,v(xj41)), j =0,..., N, par des
segments de droite.

Proposition 28. Pour tout v € H2(I) on a

"o et [|(v = TTv)’

lo -

Démonstration.
Posons vy, = [I}v. On a v — v, € HY(I) en vertu de la Proposition 27, donc

x
(v =) () = (v —on)(z;) = / (v —vp)' (t)dt, @ € [z, z541], 0<j <N,
z;
d’apres le Lemme 5. Comme (v — v3)(z;) = 0 au vu de (59) et de (65), il résulte de
ceci combiné a I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

. 1/2
(x — )" ( | w- vh>’<t>2dt>

J

. 1/2
/2 JH(U_U 12 o .
R) (t)°dt , € [zj,zj41], 0 <5 < N.

(v —vn)(2)]

IN

IN

J
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En élevant I'inégalité précédente au carré et en intégrant le résultat obtenu par rapport
a x sur I; = (zj,2511), il vient ensuite ||v — wvpllo,;; < hl[(v — vp)[lo,r; pour tout
j=0,...,N, de sorte que I'on obtient finalement :

lv = wnllo,r < All(v = va)'llo,r- (67)

Posons maintenant w = (v — vy)’, c’est-a-dire :

w(x) = (z) — olzg41) = U(xj), x € (zj,z541), 0<j <N,

Tj1 =
d’apres (60)-(62) et (65). Ainsi f;?*l w(x)dz = 0 pour tout j = 0,...,N. Comme
w est continue sur [z, x;41], cela garantit l'existence de Z; € (z;,z;41) satisfaisant
w(Z;) = 0. Maintenant, en utilisant le fait que w € H (2, z41) et que w'(z) = v" ()
pour presque tout x € (zj,xj41), il vient

w(@) = w(z) — w(F;) _[cw'(t)dt_ / ()t @ € [, 2541).

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient alors pour tout = € [z}, z41],

7=0,...,N, que
1/2 . 1/2
1" 1\2 1/2 T2
v (t)*dt <h v (t)*dt ,
o

w(z)| < o — ;]2 (/

J

ce qui entraine ||wllo,;; < hl[v"||o,7; et donne finalement
(v = va)'llo.r < hllv"llo,r- (68)

Le résultat cherché se déduit facilement de (67)-(68). OJ

4.2 Le probléme discret

Comme au §4.1, I désigne l'intervalle ouvert (a,b) ot a < b sont deux nombres réels
fixés. On considere ensuite f € L2(I) et ¢ € L*°(I) satisfaisant I’hypothese (11),
c’est-a-dire :

c(x) >0, pp. x € 1.

D’apres le Corollaire 19 il existe un unique u € H2(I) N H}(I) qui est solution de (7)-
(8). Grace a (10) on peut aussi caractériser u comme 'unique solution du probléme
variationnel (P), c’est-a-dire I'unique fonction u € H}(I) satisfaisant (9), qui se rééerit
sous la forme

a(u,v) = L(v), Vv € Hy(), (69)
ou 'on a posé

a(u,v) = /(u’(w)v'(x) + c(z)u(z)v(z))dx

1

L(v):/lf(aj)v(ar)dx.
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4.2.1 Formulation variationnelle discréte

A partir de la partition (57) de I, on consideére maintenant & la lumiere de (58) I’espace
fonctionnel suivant :

Von = {veVy, v(a)=wv(b) =0}
= {vec(), 1 €P, 0< 5 <N, v(a) =v(b) = 0}. (70)

Ullws
En fait, il résulte facilement de (70) et du §4.1 (en particulier de la démonstration
des Propositions 26 et 27) que :
(a) {cpj}é-v:l est une base de Vol,h et v = Zjvzl v(z;)p; pour tout v € Vol,h?
(b) Vo € Ho (D).
Le probleme variationnel discret (P,) associé a (7)-(8) consiste donc a trouver uy, €
Vol’ ,, satisfaisant

a(up,vy) = L(vy), Yoy, € Vol’h. (71)
L’espace Vb{h étant de dimension finie en vertu de (a), c’est un sous-espace vecto-
riel fermé de H{(I) d’apres (b). C’est donc un espace de Hilbert (pour la norme de

Hi(I)), ce qui, via le Théoréme 17, garantit Pexistence et I'unicité de la solution uy,
du probleme discret (Py,), c’est-a-dire de uy, € V), satisfaisant (71).
4.2.2 Mise sous forme matricielle

A la lumiére du §4.2.1 (a), up se met sous la forme

N
up, = Zuiapi, avec u; = up(z;), 1 <i <N, (72)
i=1
et de méme,
N
Vp = Zngoj, ou vV = vh(:cj), 1 S j S N, (73)
j=1
pour tout vy, € Volh. Posant ensuite Uy, = (ug,us, ...,uy)’ € RN et Vi, = (v1,v9,...,0n5)7 €

RV, il vient facilement & partir de (72)-(73) que

N
a(un,vn) = Y aijuivy; = VL AUy olt Ay = (ai j)1<ij<n et aij = a(pi, @), (74)
ij=1
et
N
L(vp) = ZL((,DJ')’UJ' = VhTFh avec Fp, = (f1, fa, - - ,fN)T et f;j = L(yj). (75)
=1

La matrice A, définie dans (74) est appelée 2’ matrice de rigidité du probleme (Pp,).
11 résulte ainsi de (71)—(75) que

uy, est solution de (Pp,) <= U, € RY satisfait Vil AU, = V' Fy,, YV, € RY
< Uy € RY est solution de A U}, = F,. (76)

20. Cette dénomination remonte aux origines de la méthode des éléments finis, qui a initialement
été développée pour le calcul de structures.
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La résolution du probleme discret (P) se ramene donc a celle du systéeme linéaire
(dans RY™) défini par (76). Autrement dit, trouver wu, revient & calculer le vecteur
U, € RN solution de A,U;, = Fj,. L’inversibilité de ce systeme (ainsi que le choix de
la méthode numérique utilisée pour l'inverser) découle directement des propriétés de
la matrice de rigidité Ap,.

Lemme 29. La matrice de rigidité Ay, du systéeme (76) est :
(a) symétrique définie et positive (et donc inversible) ;

(b) tridiagonale, en ce sens que :
a;j = 0 pour tous 1 <i,j < N tels que [z — j| > 2.

Démonstration.

(a) D’apres (72)-(74) on a V;I AyUy, = a(up, vp,) pour tout up, vy, € Vbl,h’ c’est-a-dire
pour tout Uy, Vi, € RY. Comme a est symétrique, cela implique VhT AU, =U hT ApVi
pour tout Uy, V;, € RY, et donc AL = Aj. Ensuite, comme a est H}(1)-elliptique
(voir la démonstration du Théoreme 18) il existe une constante C' > 0 telle que
a(up,up) > C’HuhHiI pour tout up, € Vol,h' Par suite, U A,U;, > 0 pour tout Uy, € RV,
donc Aj, est positive, et UhTAhUh = 0 entralne U, = 0, ce qui montre que Ay est
définie.

(b) Enfin, comme supp ¢; Nsupp ¢; = 0 si |i — j| > 2 d’apres (61), il vient facilement
que a;; = [(i(2)@(x) + c(x)pi(x)p;(x))dr = 0 dans ce cas. [

4.2.3 Convergence de la méthode

Avant d’énoncer le résultat établissant la convergence de la méthode, rappelons qu’en
vertu de I’équivalence (10), I'unique solution u € H{(I) de (9) coincide en fait avec
I'unique solution u € H2(I) de (7)-(8).

Théoréme 30. La fonction ¢ € L>®(I) satisfaisant (11), soit u € H§(I) l'unique
solution de (9), et soit uy € V), celle de (71). Alors, il existe une constante ¢ > 0,
indépendante de h, u et uy, telle que :

lu = unllr < cllu”llo,rh (77)

Démonstration.
Comme u satisfait (9), c’est-a-dire a(u,v) = L(v) pour tout v € H{(I), et que V, C
H{(I), on a nécessairement :

a(u,vy) = L(vy), Yoy € VOIJL. (78)

Ensuite, en soustrayant (71) a (78) et en utilisant la linéarité la forme w — a(w, vp),
il vient 2!immédiatement :

a(u — up,vp) =0, Yo, € V()l,h- (79)

21. Ce qui traduit I'orthogonalité de u — uy et vy, au sens du produit scalaire induit par a.
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Ainsi,
a(lu —up,u—up) = alu—up,u)—alu—up,up)
= a(u — up,u)
= a(u—up,u—uvy), vy € Vol’h,

en vertu de (79). Eu égard a (11) ceci implique ensuite pour tout v, € Vy, que

(= un)'ll.; < alu —up,u—up) < (1w —wun)llorll(w—va) o
+cool|(w = un)llorll(w —vn)llor,  (80)
en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en notant c a la place de ||c|[r00 (7).
Or, [Ju—upllo,r < C)||(w—wup) o (resp. ||u—wvallor < CI)|[(w—vp) |lo,r) d’apres
le Théoreme 12, car u — uy, € H{(I) (resp. u — v, € H(I)), la constante de Poincaré
C(I) > 0 ne dépendant que de I, de sorte que (80) entraine ||(u — uh)’H%J < (1+

CooC(D)*) (1 = un) 0.1l (u = va)'|

1w = un)'llo.r < (14 e CU) (w = vn) o1, Yon € V. (81)

0,1 pour n’importe quel vy, € Vbl’h, soit

Comme u — uj, € H{(I), la remarque 14 permet, quitte & multiplier (1 + cooC(I)?)
par une constante strictement positive et ne dépendant que de I, de remplacer ||(u —
up)'llo,r par ||lu — upl/1,; dans le membre de gauche de (81). Le résultat s’obtient
finalement en choisissant v, = H}Lu dans (81), puis en appliquant la deuxieéme inégalité
de la Proposition 28. [

Le Théoreme 30 établit que I'erreur d’approximation (il s’agit ici de la norme H (1)
de la différence u — uy) de la solution exacte u du probléme (7)-(8), par la solution
up, du probleme variationnel discret (71), décroit (au minimum) linéairement avec le
pas h de la partition o7 de I. La précision de 'approximation de u par up est donc
essentiellement déterminée par la qualité de la partition choisie : plus cette partition
est fine (c’est-a-dire plus h est petit) meilleure sera I’approximation de w par wy,.
Mais, la taille de la matrice de rigidité Aj, étant une fonction croissante de h™!, le
colt des calculs numériques nécessaires a l'inversion de Ay, sera d’autant plus élevé
que la partition choisie est fine. En résumé, raffiner la partition o; permet d’améliorer
la précision des calculs, mais en augmente le cott.

Si le préfacteur de h dans le membre de droite de I'inégalité (77) dépend a priori de
la solution exacte u (en fait de sa dérivée seconde) dans le cas général examiné au
Théoreme 30, on va voir que ce n’est plus le cas si ¢ est minorée par une constante
strictement positive.

Corollaire 31. Si c € L>=(I) satisfait (11) et que
c(x) > ¢y >0, pp.x €1, (82)
alors, il existe une constante ¢ > 0, indépendante de h, uy, et u, telle que
lu—unll,r < cl[fllo,rh-

Démonstration.
A la lumiere du Théoréme 30, il suffit de controler |[u”||o,; dans le membre de droite
de (77). Pour cela, on déduit d’abord de (7), que

lu"o.r = IIf = cullo.r < I fllo.r + essllullo.r (83)
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ol ¢ désigne ||c[| (1) Ensuite, en écrivant (9) dans le cas particulier ot v = u (ce qui
a bien un sens car u € Hy(I)), il vient facilement que |[u/||§ ; + ”cl/2u||(2),[ = (f,u)o,r,

de sorte que [[u/[[§ ; + collullF, < |If

lo.rllullo.z, et donc

collullg < I fllo.zllullo.r-

Ainsi, ||ullo,r < || fllo,r/co, ce qui, combiné & (83), entraine

C
oo < (1422 1l

Ceci associé a (77) démontre le résultat. [J

4.3 Exercices sur les schémas éléments finis 1D
4.3.1 Enoncés

Ex1. (Eléments finis Py).

Soit Py l'espace vectoriel des fonctions polyndmiales de degré 0 sur R. Pour une
partition donnée oy = {xi}ij\i‘gl, N e N*, de I = (0,1), dont le pas est h, on considere
I’espace d’approximation

Vi = {v e L*(I), v, € Py, 0<i < N}

Tit1)

a) Vérifier que V}? est un espace vectoriel de dimension N + 1.

b) Exprimer ensuite l'opérateur de projection Hg. Cet élément fini est-il de classe
L2(1)? C%(I)?
¢) Montrer pour tout v € H(I) que [|v — Ivllo,; < hl|v/[lo.s -

Ex2. (Eléments finis Py).

Soit Py 'espace des fonctions polynomiales de degré < 2 sur R. Etant donnés N € N
et une partition oy de I = (0,1) comme dans ’Ex1, on considére ’espace d’approxi-
mation

Vh2 ={ve CO(T), U €Py, 0<i< N},

i, Ti+1]
a) Vérifier que Vh2 est un espace vectoriel de dimension 2N + 3, et que la famille des
fonctions ¢, 0 < j < N +1et 1y, 0 < j < N, vérifiant respectivement

{ wi € V2, wj(xr) = 0jk, @j(Tppr1/2) =0, VE,
Vi € V2, j(xr) =0, ¢j(hs1/2) = 0jk, VE,

ol Tjq1/2 = (T + Tx11)/2 pour tout 0 < k < N, est bien définie. Montrer ensuite
que cette famille est une base de VhQ.

b) Exprimer ensuite l'opérateur de projection H%L. Cet élément fini est-il de classe
HY(I)? CO(I)? H2(1)? CY(1)?

¢) Montrer pour tout v € H3(I) que [|v — IT7v|jo.r < h3|[v®[|o.r et [|(v — T2v) ||o.r <
2 {[v@ lo.r-
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Ex3. Etant donnés I = (0,1), f € H'(I) et ¢ € HY(I) telle que c¢(x) > 0 pour tout
x € I, on considere le systeme :

{—u”(ac) +e(@)u(z) = f(z), €1,  (84)
u(0) = u(1) = 0. (85)

a) Prouver que toute fonction u € H3(I) satisfaisant (84)-(85) est caractérisée par :

u € HY(I) et /(u’(az)v’(x) c(x)u( ))dz = /f x)dz, Yo € HY(I). (86)

1

b) En déduire que (84)-(85) admet une unique solution u € H3(I).
c¢) Reprenant les notations de 'Ex2, on définit V2, = {v € V2, v(0) = v(1) = 0}.
Quelle est la dimension de V(fh ? Déterminer une base de cet espace.

d) Soit uy la solution du probleme variationnel discret

up, € V()2,h satisfait /(u%(x)v;l(a:)—i-c(x)uh(:c)vh(m))dm = /f(x)vh(a:)d:c, Yy, € V02,h,
I I
(87)
qui associé a (86). Montrer qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de u
ainsi que de la partition de I considérée, telle que ||(u — up,)'|jo.r < Ch2[|u®||o .
Ex4. Soient I = (0,1), f € L2(I) et x,c € L>®(I) telles que
x(x) >a >0, ¢(r) >0p.p. zel.

On considere le systeme :

a) Prouver si u € H!(I) satisfait (88)-(89) alors elle est solution du probléme varia-
tionnel :

u € HY(I) et /(x(l‘)u’(l‘)vl(w) + c(x)u( ))dx = /f z)dz, Yv € Hy(I).
I
(90)
b) Vérifier que (90) admet une unique solution.

c¢) Montrer que si I'on suppose x € C*°(I) alors u € H%(I) est solution de (88)-(89)
si et seulement si u est solution de (90).

d) Soient N e N, h=1/(N+1),2; =ithpour 0 <i< N +1et
Vo = {v € C°I), v(0) =v(1) =0, V|, 4,,,] €P1, 0 <i < N}
Montrer qu’il existe une unique solution u; du probleme variationnel discret

up, € Vol’h et /I(X(ac)u’h(m)vg(:t:)—l—c(a:)uh(a:)vh(x))dx = /If(x)vh(x)dm, Yoy, € V&h
(91)
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e) Montrer enfin qu'il existe une constante C' > 0 indépendante de u, telle que
|lw —upll1,r < Chl|u”|lo,r dés que u € H2(I) NH{(I).

f) Soient pour j =1,..., N,
oy J 1 le—xgl/h six ez, mjp],
i) = { 0 sinon.
Vérifier que {@j}é\le est une base de Vol’h et pour tout up € Vol,h que up =
> jmy ujps ol uy = up(x;), 1 < j < N.
g) Montrer que si uy, est solution de (91) alors les (u;)1<j<n sont solutions du systeme
linéaire
N
> ([a@e i + cop @) v = [ f@a@in 1<i< .
j=1
(92)
h) Détailler I'expression de la matrice de rigidité A, et du second membre du systeme
(92) en fonction de h et des coefficients x;.1/9 = (1/h) fxz“ x(z)dz,

Cit1/2 (3/h%) szH (95 +1 — 2)%c(z)dz,
¢iv12 = (6/h) fx (41 — 2) (2 — 2;)c(x)dz,
Cittl/z = (3/n%) fm:H x — x;)%c(z)dz,

et
i1z = 2/n?) [ (@i — o) f(2)d,
fi—il/2 = (2/h?) leﬂ (x — 2;) f(x)dx.

i) Donner I'expression simplifiée de ce systéme lorsque y et ¢ sont constantes sur I.

Ex5. Soient I = (0,1), f € L2(I), x € C°(I), ¢ € L*°(I) avec
x(x)>a>0, ¢(x) >0p.p.x el

On considere ensuite le systéeme

{—uwww+mu><> flz), z€1,  (93)
u(0) =0, /(1) +7u(1l) =0, (94)

ourTE R+.
a) Prouver que si u € H?(I) satisfait (93)-(94) alors elle est solution d’un probléme

variationnel que 'on précisera, et qui possede une unique solution dans un espace
de Hilbert approprié V.

b) Montrer réciproquement que la solution du probléme variationnel ci-dessus est une
solution H2(T) de (93)-(94).

¢) Soit V}, 'espace d’approximation de type P; associé a V. Décrire une base de V},
et préciser le probleme variationnel discret associé a (93)-(94). Adapter ensuite
I’analyse effectuée a 'Ex4 pour obtenir une solution approchée uy de u.
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Ex6. On considere le probleme
—u"(z) = f(x), z €1, (95)
u(0) =u(l) =0

avec I = (0,1) et f € L2(1).

a) Montrer que (95)-(96) admet une unique solution v € H?(I) caractérisée par

1 1
ueV =HI) et a(u,v) = /0 o ()0 (z)dx = /0 f(x)v(x)dx = L(v), Yv € V.

b) Soit V;, = {v € C°(I), v(0) = v(1) = 0, Vjjwszi0a] € P1, 0 <@ < N} lespace
d’approximation associé a la partition (pour 'instant quelconque) o7 = {xl}f\; ng,
et soit up I'unique solution du probleme variationnel discret

up € Vi, a(up,vn) = L(vy), Yo € Vi,

Montrer que 'on a a(u — up,vy) = 0 et a(u — up, u — up) = a(u — vy, u — vy) pour
tout vy, € Vj,.
¢) En appliquant l'inégalité précédente a v, = II,u, ou I, désigne 'opérateur de pro-
jection sur Vj, et en remarquant que H(u—Hhu)’Hg’(%ziH) < (wip1—m)%|u”| (2)7(%@#1)
pour tout 0 < ¢ < N, montrer que ||(u—up)'[lo,r < h||fllo,r ol h = maxg<i<n(Tit1—
z;). En déduire que |(u — up)(z)| < v/zh| fllo.s pour tout = € 1.

d) On suppose désormais que

0 si0<z<1/2-0,
fle)y=4 1/(28) sil)2-B<z<1/2+5,
0 six>1/2+ 0,

ou B € (0,1/2) est fixé. Vérifier a partir de ce qui précede que ||(u —up) |lo.r < h/
/20 puis calculer u en fonction de F(x) = [ f(t)dt.

e) En remarquant que [[u/[|§ ; = 1/4 — 3/3, montrer dans le cas out la partition o
est choisie uniforme (i.e. h = 1/(N + 1) et x; = ih pour tout 0 < i < N 4 1) que
I'erreur relative

| (w —up) o,z < \V6/8
| ||o,r “N4+1

f) Considérons maintenant la partition {xz}jV;gl delTounxy=0,2,=1/2—+2(i—
1B/(N —1)pour 1 <i< N,et xypq = 1.

i) Montrer & l'aide d’un raisonnement analogue a celui de la question c¢) que

[ (w = Tpu) [lo,(20,21) = (v = Tpw) llo, 2y enss) = 05
1w = Tu) 5 (4 iy < (2B)/(N = 1)% si 1 < i < N.

ii) En appliquant ensuite la seconde égalité de la question b) & v, = II,u, déduire

du i) que
[(w = up)llos _ /248
[“'llo = N =1

g) Comparer les résultats des questions e) et f) lorsque § tend vers 0. Conclure.
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Ex7. (Examen partiel de novembre 2010).
Etant donnés I = (0,1) et f € L2(I), on consideére le probleme aux limites suivant :

{—u"—I—u:fdanS I, (97)
u(0) = u(1), v/(0) = u/(1). (98)

Dans tout le probleme ||.|lo,; désigne la norme usuelle de L(I), et |.]|1,; celle de

HY(I).

1) Justifier que V = {v € H}(I), v(0) = v(1)} est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire de H(T).

2) Montrer u € H?(I) est solution de (97)-(98)si et seulement si u € V satisfait :

1 1
/ (' (2)v'(z) + w(z)v(z))de = / f(z)v(z)dz, Vv e V. (99)
0 0

3) Prouver qu'il existe un unique u € V satisfaisant (99).

4) Vérifier que si f € HY(I) alors u est solution de (97)-(98) au sens de la dérivation
usuelle.

5) Soit P; I'espace vectoriel des fonctions polyndmiales de degré inférieur ou égal a
1 sur R. Pour une partition donnée o; = {xi}ﬁgl, N € N*, de I, dont le pas est
h, on note K; = (z;,z;+1), 0 <i < N, et 'on considere I'espace d’approximation

Vi ={v € C(I), v(0) = v(1), vk, €P1, 0<i < N}

a) Quelle est la dimension de V3, 7 Donner une base de V}, et préciser 'opérateur
de projection Il de V sur V.

b) Montrer pour tout v € H3(I) que 'on a ||(v — o) |los < hllv”|os et |lv —
yollo,r < h2[[v"[lo,r-

c¢) Vérifier ensuite que V}, C V.

d) Expliquer brievement pourquoi il existe une unique solution u, € V}, satisfai-
sant

1 1
| @)+ w@on@)ds = [ f@punla)de, Vo, € Vi (100)
0 0

6) Soit u 'unique solution de (97)-(98) et wuy celle que (100).
a) Montrer que [|u/[]1,7 < || f|lo.1-

b) Prouver enfin que ||u — upl||1,r < 2h||f|lo.1-

4.3.2 Solution de 'Ex7

1) Pour tout = € I, 'application v ~— v(z) est continue de H'(I) dans R. Par suite
0 :v— v(l) —v(0) lest également. Comme V est 'image réciproque du fermé
{0} par 6, c’est un sev fermé de H'(I). Ainsi V est complet puisque H!(I) est un
espace de Hilbert, ce qui garantit le résultat.
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2) En multipliant les deux membres de (84) par v € V et en intégrant le résultat
obtenu sur I (en tenant compte du fait que [, u"vdx = — [;u/v'dz + u'(1)v(1) —
u/'(0)v(0) = — [, u'v'dx puisque v(0) = v(1) et v'(0) = u/(1)), on obtient facilement
(86). La réciproque s’obtient en écrivant (86) pour v = ¢ € D(I) C V. On obtient
alors que (—u" 4w, ) = (f, ), pour tout ¢ € D(I), ce qui implique —u” +u = f
dans D'(I). Comme f € L2(I) cette égalité a donc lieu presque partout dans
I, et (84) est donc bien satisfaite. Or, on a montré plus haut que (84) entraine
[;u'v'dz+ [;uvdx = [; fodz+u/(1)v(1)—u'(0)v(0) pour tout v € V. En comparant
cette identité & (86) on voit donc que u/(1)v(1) — u/(0)v(0) = 0 pour tout v € V.
En particulier, pour v = 1 (il s’agit de la fonction constante égale a 1 sur I, qui
est bien un élément de V'), cela donne u/(1) — «/(0) = 0, ce qui prouve (85).

3) I suffit d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, ce qui est licite puisqu’on a vu
que V' était bien un espace de Hilbert, et qu'il est évident que (u,v) — a(u,v) :=
J; (W' + uv)dx est V-elliptique (en effet a(u,u) = HuH%I pour tout u € V).

4) Comme u € H%(I) et que f € HY(I), on a u” € H'(I) en vertu de (84). Ceci
implique u € H3(I). Le résultat est alors une conséquence de 'inclusion H3(I) C
C2(I) car la dérivation usuelle coincide avec la dérivée distribution pour les fonc-
tions de classe C!.

5) a) Clest N+ 1 vu qu’il y a N + 1 intervalles K; avec deux degrés de liberté pour
chacun d’entre eux, auxquels il faut soustraire N conditions de raccord continu

aux points z1,...,zy, ainsi que la condition au bord u(0) = u(1). Au final
2(N+1)— N —1= N+1. Une base de Vj, est {¢,p;,1 <i < N} oul'on a
posé :
1—% S?ZEEKi ‘ 1—1::;;] S%.%GKN
pi(z) =q 1— ;2.5 siz€Ki,1<i< N, etp(x)=q¢ 1-= sixz e Ko
0 sinon, 0 sinon.

On peut remarquer que ¢ = @ + ©N+1, OU g et pn41 sont les fonctions
“chapeau” suivantes :

1-Z size K 1— =% size Ky
— €1 = 1_$N
#o() { 0 sinon, N 41(2) { 0 sinon.

L’opérateur de projection II, de V sur V} est alors celui qui associe a tout
v € V la fonction suivante :

N
v = v(0)p + Zv(xz)%
i=1
b) 1l suffit de recopier ce qui a été fait en cours. Pour chaque i = 0,..., N, la

fonction w = (v — Iv) € CU(K;) et satisfait [, wdz = 0. Par suite il existe
y; € K; tel que w(y;) = 0, ce qui permet d’écrire que

xT x

w(z) :/ w/d:c:/ V'dx, v € K;.
Yi Yi

De la on a facilement via l'inégalité de Cauchy-Schwarz que |w(z)| < |z —

yi|/2||v"||o.x; pour tout x € K;, et donc que lwl§ g, < h2[[0" |15 &, Le reste de

la démonstration ne pose pas de probleme.



Master Mathématiques et Applications de Marseille. Analyse numérique. 48

c)

Il suffit pour cela de montrer que V;, € HY(I). Or on a déja vu en cours
que les fonctions ¢;, i = 0,...,N + 1, sont des fonctions de H'(I). Comme
v = v(0)p + SN v(x;)p;i pour tout v € V, d’apres le a), le résultat s’en
déduit.

V}, est un sous espace de dimension finie de V', donc il est fermé. Comme V est
un espace de Hilbert, V}, est donc complet, et c’est donc un espace de Hilbert.
On peut donc appliquer le théoréeme de Lax-Milgram pour le probleme discret
aussi.

Multiplions (84) par «”. Comme u” € L%(I), les deux membres de 1’égalité
obtenue sont dans L!(T), et il vient

a1y + [ wde = [ furaa,

en intégrant sur . Comme u et u' sont dans H!(I) on trouve facilement que
Jywa"de = —|[u'|§ ; + u(1)w/ (1) — u(0)w'(0) en intégrant par parties. Comme
w(1)u'(1) — u(0)u/(0) = 0 d’apres (85), on voit donc que

|2 + |3, = — /l Fu'de,

ce qui entraine ||u”[]32 ; + |12 ; < | fllo,rllw”]lo,r d’apres I'inégalité de Cauchy-
Schwarz. Par suite [[u”|]2; + [«/I2;, < (IfI3; + [[W"]|12;)/2 en vertu de la
majoration bien connue ab < (a® 4 b?)/2, et donc 2||u/||3 ; + [[u" |2, < | fIIZ -

Comme |[u/||2; = ||[W/||3 ; + [|u”||2 ;, le résultat s’en déduit immédiatement

On applique le raisonnement fait en cours, ce qui permet de montrer que ||u —
up 1,1 < 2h|ju”|jo,r. En effet on a a(u,v) = L(v) := [; uvdz pour tout v € V
d’une part, et a(up, vy) = L(vp) pour tout v € V;, d’autre part. Comme Vj, C V,
on peut donc écrire que a(u,vy) = L(vp) pour tout v, € Vj, ce qui implique
a(u — up,vp) = 0 pour tout v, € V4. Or,

lu = unllf ; = alu = up,u —wp) = a(u—up,u—oy) + a(u— up, v, = up)

= a(u —up,u —vy), vy € Vp,

d’apres ce qui précede. En particulier, pour vy, = IlIpu € Vj, I'égalité précédente
combinée a celle de Cauchy-Schwarz entraine :

lu—unl; = alu—up,u—Thu)
1(w = un) flo,rll(w — Mpu)’

IN

0,1 0.0 + llu —upllo,rlv — Tpullo.r

IN

1
g Ulw = wnllir + llu = Thul[3 7).

Par suite [lu—up||] ; < lu—Thull? ; < B2(1+h?)|[u" |5 ; < 2h3[Ju"|[§ ;- T suffit
alors de majorer ||u”||o.r < ||v/||1,r par ||f|lo,r et c’est fini.
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5 Problemes aux limites elliptiques en dimension > 2

Dans tout cette partie,  désigne un ouvert non vide de RV, N > 2, de point
générique = = (z1,...,2N).

5.1 Un peu d’analyse fonctionnelle et de calcul différentiel en di-
mension > 2

5.1.1 L’ espace de Sobolev H!(Q)

Définition. Toute fonction u € L2(f2) est une distribution (réguliere) sur €2, de

sorte que 'on peut définir ses dérivées partielles 0;u = g—“ 1 <i < N, dans D'(Q).

;0
On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur 2, 'espace :

HY(Q) = {u e L}(Q), du c L2(Q), 1 <i < N}.

En notant Vu = (O1u, dau, . ..,0nu)’ € D'(Q)Y, le gradient de wu, il est évidemment
équivalent de poser H'(Q) = {u € L2(Q), Vu € L2(Q)V}.

En raisonnant comme dans le cas de la dimension 1, on obtient facilement le :

Théoréme 32. H'(Q) est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire

(w,v)10 = (u,v)0.0+ (Vu,Vo)oq

N
= u(x)v(x)dx u(x)ov(x)dr, u,v ! .
_/Q()()d +;/Q@()8z()d, ;v e HY(Q)

L’espace H}(2). On note H}(Q) I'adhérence de D(2) dans HY(Q). Bien que D(Q)
soit dense dans L2(f2), on verra (voir remarque 36) que D(£) n’est en général pas
dense dans H!(€2), et donc que H}(€2) est en général un sous-espace strict de H*(Q).

Théoréme 33 (inégalité de Poincaré). Si ) est borné alors il existe une constante
C(Q) > 0 (ne dépendant que de Q) telle que

Jullo,0 < C||Vullon, Yu € Hi(Q).

Démonstration.
Soit w € D(€2). On pose

u(z) size
{ 0 sinon.

Comme (2 est supposé borné il existe deux réels a < b tels que xy € [a, b] pour tout
r € Q. Ensuite, pour tout = = (2/,zy), 2/ = (z1,...,25_1), de RY, on a

TN
(e x) = / On(a, 1),

ce qui implique

TN 1/2 1/2
li(a', xn)| < |ey—al'/? (/ \aN@(x/,t)Pdt) < |zn—al/? (/ \8N6(x’,t)|2dt) :
a R
(101)
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grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz. En élevant au carré et en intégrant par rapport
a 2’ € RN~1 dans les deux membres de (101), il vient

/ (!, )P’ < |xN—a|/ O (2) 2,
RN-1 RN

ce qui entralne ensuite

/RN |i(z)|?dx = /ab </RN1 |ﬂ(x',;vN)|2d:1:’> dey < (b_2a)2/RN N ()2 da.

Nous avons donc obtenu que

[

b—a b—a
< ———||Onv < —[|[Vllo.q, v € D),
00 7 [Onvllogo < 7 Vo]l (€2)

ce qui, par densité de D(Q2) dans H}(€2), implique le résultat. OJ

Remarque 34. La démonstration précédente montre qu’il suffit en fait que 'ouvert
Q soit borné dans une direction pour que l’inégalité de Poincaré ait lieu.

1/2
Corollaire 35. Si Q) est borné alors |u|1.o = ||Vulloo = (Zf\;l H@ZUHaQ) est une
norme sur Hy(Q), qui est équivalente a ||ull1 .

Remarque 36. Si Q est borné, la fonction u telle que u(x) = 1 pour tout x € €,
appartient a H'(Q). Mais comme elle ne satisfait pas ’inégalité de Poincaré, elle

n’appartient pas a HY (). Ceci montre que H}(S2) est un sous-espace strict de H!(€2)
lorsque 2 est borné.

5.1.2 Densité et théoréme de trace

Le cas de RJX . Commencons par examiner le cas simple ou 2 = Rﬂf = {z =
(', zn) € RN, z, > 0}. Dans ce cas précis, on démontre, comme cela a déja été fait
pour R en précédant par troncature et régularisation, que

D(RY) = {ulRf’ u € D(R™)} est dense dans H'(RY). (102)

De plus, on a

lul, 0)llory-1 < [lully gy, w € DRY). (103)

En effet, pour tout 2’ € RV~! on a
(o]
u(a:’,O)2 = —2/ uw(x', xn)Onu(x’, xn)dxy
0

+oo
< 2/ lu(z’, xn)||Onu(x, xn ) |de
0

IN

+0o0
/ (u(:v',:t]\z)2 +8Nu(x',xN)2)da:N,
0
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ce qui entraine

/R w02 < / (u(@)? + Du(a)?)da,

N
R+

en intégrant par rapport a 2’ € RN-L, L

1 résulte de (102)-(103) que 'application linéaire u — u(.,0), définie de D(RY) dans
D(RN1), se prolonge par continuité en une application linéaire continue de Hl(Rf )
and L2(RN=1), c’est-a-dire de H'(Q) dans L%(T), ou I' = RNV~! est la frontiere de
Pouvert €. De plus (103) reste vraie pour u € Hl(Rf ). Ainsi, dans ce cas particulier,
il est possible de définir la valeur au bord ur € L2(T") de n’importe quelle fonction
u € H'(Q), et Papplication “trace” correspondante, u — ur, est continue de H'(Q2)
dans L2(T).

Nous allons voir maintenant que ce résultat se généralise au cas de n’importe quel
ouvert borné  de RY dont la frontiere I' est suffisamment réguliere.

Cas o () est borné, de frontiere C'. Si ) est borné, on dira que sa frontiere
I' = 09 est C! par morceaux si c’est une variété de dimension N — 1 de classe C! par
morceaux, 'ouvert {2 étant situé d’un seul coté de I'.

Cela signifie qu’il existe un nombre fini d’ouverts bornés @; € RN, 0 < i < I, tels
que :

(a) Op C Q;
(b) {O;}L_, est un recouvrement ouvert de Q;
(c) 1l existe N Cl-difféomophismes ¢; : O; — B = {x € RV, |z| < 1}, 1 <i < N,
satisfaisant
(1) ¥i(0:NQ) =BNC,
(ii) ¥;(O; NT) = BN IC;,
ou C; est soit R_]\J , soit un cobne ouvert de Rf , soit le complémentaire d’un cone

fermé de Rf .

On dit alors que I" est défini par le systéme de cartes locales {O;, 1; le. On définit
de fagon similaire la notion d’ouvert de frontiere C™ par morceaux, pour m € N*.

Théoreme 37. Si Q un ouvert borné de RN de frontiére C! par morceaux alors
D(Q) = {ujq, ue DRN)} est dense dans H'(Q), et application u — you = wr, de
D(Q) dans L2(T"), se prolonge par continuité en une application linéaire continue de
HY(Q) dans L2(T'), notée ~o.

Pour tout u € H!(Q), you s’appelle la trace de u sur I, ce qui explique que 7q soit
appelée application trace. Le fait que g soit une application continue signifie qu’il
existe une constante k = k(2) > 0, ne dépendant a priori que de Q, telle que

oullor = llullor < s(Q)ullie, ueH (). (104)

Remarquons ensuite, en utilisant la densité de D(Q) dans Hj(€2), que wr = 0 pour
tout u € H{(2). Ainsi H(Q2) C ker 7o. L’inclusion réciproque étant également vraie
(mais elle est plus difficile & montrer et sera admise) on a donc la :
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Proposition 38. Si Q un ouvert borné de RN de frontiére C' par morceaux alors
H{(Q) est le noyau de o

Hy(Q) = {u € H(Q), wr = 0}.

Remarque 39. vy n'est pas une surjection de H'(Q) dans L2(T). En fait l’image de
HY(Q) par vy est égale ¢ HY?(T') (c’est un espace de Sobolev d’indice fractionnaire,
dont la définition sort des limites de ce cours). C’est un sous-espace strict de L2(T)
qui est dense dans L2(T).

Remarque 40. Au besoin, les hypothéses de régularité faites dans cette section sur
la frontiere I' de Douvert de référence Q0 afin de définir convenablement ['applica-
tion trace peuvent en fait étre affaiblies, afin de pouvoir traiter le cas d’ouverts a
bords “irréguliers”. Ce cours ne se voulant en fait qu’une introduction auzx problémes
aux limites, il ne vise pas a la plus grande généralité, ce qui explique que nous ne
considérerons dans ce qui suit que des ouverts de fronticre C' par morceauz.

5.1.3 Formule de Green

L’ouvert © étant borné et de frontiere C! par morceaux, on note v;, 1 < i < N, la
1'“™¢ composante de la normale unitaire v a I', dirigée vers l'extérieur de I' (on parle
aussi de normale extérieure unitaire a I'). Evidemment, v € L*>°(T).

Théoréme 41 (Formule de Green). Soit Q un ouvert borné de frontiere C' par
morceauz. Alors, pour tout u,v € H(Q) on a Iégalité :

/ D)o (w)dz + /Q (2)9h0(z)dz = /F w(o)o(o)i(o)do, 1< i< N.

Démonstration.

D(Q) étant dense dans H(2) en vertu du Théoréme 37, on se donne deux suites
(Um)m et (vp)n de D(Q), convergeant respectivement vers u et v dans H!(£2), puis on
écrit 'identité

/Q Dt ()0 (2)dz + /Q i () Br0m () = /F () on()i(0)do, 1< i < N,

qui est valable pour les fonctions de D(Q). 1l suffit ensuite de faire tendre m et n vers
linfini dans cette égalité : le membre de gauche tend évidemment vers [, dju(x)v(x)dz+
Jo u( x)dz, et celui de droite vers [ u(o)v(o)vi(o)do, du fait de la continuité
de o, qu1 resulte du Théoreme 37. O

Remarque 42. Comme up, vr € L?(T') en vertu du Théoréme 37, et que v € L=(T),
la fonction o € T+ u(o)v(o)v(o) appartient ¢ LY(T), donc l'intégrale du membre de
droite dans la formule de Green du Théoréme 41 est bien définie.

Remarque 43. Si u € (ug,...,uy)’ € H(Q)N et v € HY(Q), on peut appliquer
la formule de Green précédente a u; et v pour chaque 1 < i < N, puis sommer les
égalités obtenues. Cela donne

/vu dx—ir/ﬂ( u(w ),Vv(a:))RNda;—/(u(a),y(a))RNv(a)da,

T
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en convenant de noter (.,.)gn le produit scalaire dans RN et V.u = Zf\il Oiu; la
divergence de u. En préférant la notation f.g a (f,g)rn, la formule précédente se
réécrit sous la forme suivante, également appelée formlule de Green (ou formule de
Green vectorielle si l’on tient ¢ marquer la différence avec la formule du Théoréme

41) :
/Vu da:—l—/ u(z ).Vv(m)dx:/u(a).u(a)v(a)da. (105)
Q r
Une conséquence importante de la formule de Green pour la suite de ce cours (et

en particulier lors de la construction des espaces d’approximation utilisés dans les
méthodes de type éléments finis) est le :

Corollaire 44. Soit Q = U}IZIKTJ' une décomposition finie de Q telle que :

(a) Q; C Q est un ouvert non vide de RN dont la frontiére I est C! par morceauz,
1<j<J;

(b) UGN =0,1<j#k<J.

Alors, on a limplication suivante :
(u € C'[@Q) et ug, € HY(Qy), 1<j < J) = ue HY(Q).

Démonstration.
Posons
(ui)jo, = Oi(ujg,), 1<i< N, 1<j<

et vérifions que u; = d;u dans D’(Q) pour chaque 1 < i < N. En effet, pour toute
fonction ¢ € D(Q2), on a

J
(i, ) = /Q a2 pl)de = Z /Q @)l

car u; € L2(€2, ce qui donne

{us, Z/ )0ip(x d:U+Z/ (])da,

par application de la formule de Green sur chacun des ouverts €);, la normale unitaire
extérieure a I'; étant notée v, Comme v est continue sur € et que @ir = 0, il vient

Z/ J)da =0,
de sorte que
(i) = = [ u()dipla)de = ~(u,Dip)

puisue u € L2(2). Par suite nous avons bien d;u = u; au sens des distributions pour
tout 1 < i < N. Comme u; appartient & L2(Q), cela montre que u € H'(Q2). O
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5.1.4 Espaces de Sobolev d’ordres supérieurs

Définition. Pour tout m > 1, on appelle espace de Sobolev d’ordre m sur £,
I’'espace
H™(Q) = {u € L?(Q), 0%u € L*(Q), |a| < m},

N o] c e .
ou l'on rappelle que 0% = W et |a| = Zf\il a;, pour tout multi-indice
a = (a1,...,ay) € NV, Comme dans le cas m = 1, on vérifie sans difficulté que

H™ () muni de la norme
1/2

lulma=| > 10%llda|

|| <m

est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 45. Si Q) est un ouvert borné de classe C™ par morceauz, alors D(£2)
est dense dans H™(Q2). Lorsque m > 2, ce résultat peut tomber en défaut pour des
ouverts Q0 qui sont seulement de classe C™ 1.

L’espace H2(Q2). Le cas qui retiendra plus particulierement notre attention dans la
suite de ce cours est celui correspondant & m = 2. Précisons a partir de la définition
précédente que

H?(Q) = {u € HY(Q), d;u € H(Q), 1 <i < N}. (106)

Considérons maintenant u € H2(£), ol  est supposé borné et de frontiere C! par
morceaux. Comme u € H'(Q) on a up = yu € L*(I') grace au Théoreme 37. De
méme, d;u étant dans H'(Q) d’apres (106), (d;u);r € L*(T') pour chaque 1 <i < N.
Par suite (9;u)rv; € L?(T) car v; € L®(T), et donc la dérivée normale

(‘;g) - (Ovu)r = i(@'u)w%

i=1
est une fonction de L2(I'). Nous avons ainsi démontré le :

Théoréme 46. Si Q est borné et de frontiére C' par morceaux alors Uapplication
u — (you,mu) = (ur, (Byu)r) définie de D() dans L*(I') x L*(T) se prolonge en
une application linéaire continue de H2(Q) dans L2(I') x L2(T).

Corollaire 47 (Formule de Stokes). Soit 2 est borné et de frontiére C! par morceaux.
Alors pour tout u € H2(Q) et tout v € HY(Q), on a

ou

/Q Au(z)o(z)dz + /Q Vu(@).Vo(@) = | Sh{o)u(o)do,

ou Au=V.Vu = Zf\il Ogu désigne le Laplacien de u.

Démonstration.
Comme Vu € HY Q)N puisque v € H%(Q), et que v € HY(Q), il suffit d’appliquer la
formule de Green (105) directement a Vu et v. O
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Continuité. 1l a été établi dans le cas monodimensionnel (i.e. le cas N = 1) que
H'(Q) s’injecte continiiment dans C°(€2). Dans le cas ot N est quelconque, ce résultat
se généralise (la démonstration est similaire) comme suit :

Théoréme 48. Soit Q un ouvert borné de RY, de frontiére C' par morceauz. Si
m > N/2 alors H™(Q) C C%(Q), et il existe une constante C = C(m, ) > 0 (ne
dépendant que de m et Q) telle que

sup [u(z)| < Cllullm,q-
a:eﬁ

Corollaire 49. Soit Q un ouvert borné de RY, de frontiére C' par morceauz et soit
k € N. Alors

m >k + g = H™(Q) c C*Q).

5.1.5 L’espace H(div;{2)

Définition et propriétés essentielles. Revenons un instant sur la formule de
Green (105). Elle a été établie pour tout u € HY(Q)Y et v € HY(Q). Or, v étant
toujours pris dans H*(§2), on remarque que les deux intégrales du membre de gauche
de (105) ont un sens deés que u € L2(Q)V et V.u € L2(R), ce qui est visiblement plus
faible que de requérir u € H'(Q)". Ceci nous amene & introduire 1’espace

H(div; Q) = {u € L} ()", V.u € L2(Q)},
qui est un un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, V) H(divi) = (4, V)00 + (V.u, V.u)oa.
On note Hy(div; Q) Padhérence de D(€2) dans H(div;Q2) et 'on vérifie ensuite (voir
[4][Théoreme IX A.1.1]) que :

Théoréme 50. Si Q un ouvert borné de RV dont la frontiére T' est C' par morceauz,
alors on a :

(a) D(Q)N est dense dans H(div; Q) ;
(b) L’application trace v, : u— (u.v);p définie sur D(Q)N se prolonge par continuité

en une application linéaire continue, encore notée v, de H(div; Q) sur H-1/2(I),
ce dernier espace désignant Uespace dual de H/?(T') = ~ro(H(Q)) ;

(c) ker 7, = Ho(div; Q).

En combinant les points (a) et (b) du Théoréme 50, c’est-a-dire la densité de D(Q)V
dans H(div; Q) a la continuité de I'application trace +,, on obtient ensuite facilement
la formule de Green généralisée :

/ V.u(z)v(z)ds +/ u(z).Vo(z)dz = (v,u,v), u € H(div;Q), v € H(Q), (107)
Q Q

ot le crochet (.,.) désigne la dualité H-Y/2(I') | H/2(T"). Par abus de langage, on
notera parfois

(v, 0v) :/I‘U(O').V(O')U(U)da,

dans la suite, bien qu’en général, I'application o — u(o).v(o)v(o) ne soit pas une
fonction intégrable sur I'.
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L’espace H(A;Q2) et formule de Stokes généralisée. De la méme facon que
H(div; Q) s’introduit naturellement & partir de la formule de Green (105), on va
définir 'espace H(A; ) a partir de la formule de Stokes du Corollaire 47. En effet,
cette égalité a été démontrée pour v € H2(Q) et v € H'(2), mais, v étant toujours pris
dans H(Q), il est suffisant de supposer u € H' () et Au € L2(Q) pour que chacune
des deux intégrales du membre de gauche soient bien définies. C’est pourquoi on pose :

H(A; Q) = {u e H(Q), Au € L2(Q)} = {u € HY(Q), Vu € H(div; Q)}.

Si © est un ouvert borné de RY dont la frontiere I est C!' par morceaux, on obtient
alors la formule de Stokes généralisée suivante

/Au d;v—l—/ Vu(z).Vo(z)dr = (7,(Vu), yov), ue H(A;Q), v e H(Q),

(108)
en appliquant directement la formule de Green généralisée (107) & Vu € H(div; Q) et
av € HY(Q). De la méme facon que dans (107), on notera parfois par abus de langage

r g—g(a)v(o—)da dans (108) a la place de (v, (Vu),vov).

5.2 L’équation de Laplace en dimension > 2

Soit Q un ouvert borné de RV, N > 2, dont la frontiere I" est C! par morceaux. Etant
donnés ¢ € L>®(Q) et f € L2(£2), on va d’abord considérer le probleme aux limites
elliptiques avec conditions au bord homogenes de type Dirichlet : trouver u satisfaisant

—Au+ cu = f dans Q (109)
u=0surI. (110)

On traitera ensuite le méme probleme, mais avec des conditions au bord homogénes
de type Neumann. Il s’agira cette fois de trouver u satisfaisant

—Au+ cu = f dans (111)
% =0 sur I'. (112)

5.2.1 Conditions au bord homogénes de type Dirichlet

Formulation variationnelle. Si u est suffisamment réguliere, par exemple si u €
H2(Q), alors en multipliant (109) par v € H(€2) et en intégrant sur Q, il vient

/Vu ) Vo(a )dx+/ e(@)ul dm_/f )dz, Yo € HYQ),  (113)

grace a la formule de Stokes du Corollaire 47 combinée a I’égalité vjp = 0, qui résulte
de la Proposition 38. L’équation (113) est la formulation variationnelle de (109)-(110).
Elle a un sens dés que u € H(Q). Comme (110) entraine u € H{(£2), en vertu de
la Proposition 38, on va donc associer a (109)-(110) le probleme par le probléeme
variationnel suivant :

(Pq) Trouver u € H{(Q) vérifiant (113).



Master Mathématiques et Applications de Marseille. Analyse numérique. 57

On vient donc de voir que si u € H2() est solution de (109)-(110) alors u est solution
de (Pq). Réciproquement si u est solution de (Pq), on a

/Qvu(x).w(x)dﬁ/gc( 2)u( d:c_/f z)dz, Vo € D(Q),

car D(Q2) C H}(Q). Ce qui signifie que (—Au + cu, ) = {f, ) pour tout p € D(Q),

et donc —Au + cu = f dans D'(2). Or f € L%(Q) donc 'égalité précédente a lieu

dans L2(Q) et (109) est satisfaite presque partout dans . De plus Au € L2(€) donc

u € H(A; Q) et Enfin u € H}(2) entraine (110) grace a la Proposition 38.

En résumé, nous avons montré que :

(a) Toute solution u € H2(Q) de (109)-(110) est solution du probléme variationnel
(Pa);

(b) Toute solution du probléme variationnel (Pq) est une solution H(A; Q) de (109)-
(110).

Pour montrer que les problemes (109)-(110) et (Pgq) sont équivalents il faudrait en

fait montrer que que l'implication (a) reste vraie pour tout u € H(A;2) (et non plus

dans H?(2)). 11 suffit en fait pour cela d’appliquer la formule de Stokes généralisée

(108) & la place de celle du Corollaire 47 dans la dérivation de (113). On obtient alors

I’équivalence

u € H(A; Q) est solution de (109) — (110) < u est solution de (Pq). (114)

Existence et unicité de la solution du probléme variationnel. Le probléeme
(Pq) peut se reformuler sous la forme équivalente suivante :

Trouver u € V satisfaisant a(u,v) = L(v), Yv € V,
oV =H{(I), a( = [o(Vu(z).Vo(x)+c(z)u(z)v(z))ds et L(v) = [, f(

De plus, on Verlﬁe facﬂement que la forme bilinéaire symetrlque a est contlnue sur

VxV,

la(u, v)] IVullo.allVolloe + llellue @ l[ulloellvlos

<
< (T llellee@)llullallvlie, v,v eV,

et que la forme linéaire L est continue sur V :

(L) < [Iflloellvlloe < Iflloollvlie, veV.

Si l'on fait de plus '’hypotheése que c(z) > 0 pour presque tout = € €, il vient
immédiatement que a(u,u) > ||Vu\|%Q pour tout u € V, ce qui, compte tenu de
linégalité de Poincaré du Théoreme 33 (qui s’applique bien ici car 2 est borné),
entraine :

a(u,u) > C(Q)|ulfg, ueV.

Ainsi a est V-elliptique donc il existe une unique solution u € V' au probleme (Pq)
en vertu du théoreme de Lax-Milgram. Ceci, combiné & (114), justifie le :

Théoréme 51. Soit Q est un ouvert borné de RN, dont la frontiére T' est C' par
morceaux. Si
c(x) >0, p.p. x € Q,

alors alors le probléme (109)-(110) admet une unique solution u € H(A; Q).
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5.2.2 Conditions au bord homogénes de type Neumann

Formulation variationnelle. Sil’on choisit u est suffisamment réguliere, par exemple
si u € H2(Q), alors en multipliant (111) par v € H'(2) puis en intégrant sur 2, on
obtient

/Vu ).Vo(z )dx—i—/ c(x)u( d:r—/f z)dz, Yo € H(Q),  (115)

par la formule de Stokes du Corollaire 47, en tenant compte de (112). La formulation
variationnelle (115) ayant un sens des que u € H!(Q), on associe ensuit le probleme
variationnel (Pg,) au probleme (111)-(112) :

(P4)  Trouver u € HY(Q) vérifiant (115).

On vient donc de vérifier que toute solution H?(2) de (111)-(112) est forcément
solution de (P,). Remarquons que, comme dans le cas du probleme (109)-(110) (avec
conditions au bord de type Dirichlet), il n’est pas nécessaire de supposer u € H?(Q)
pour obtenir (Pf,). En effet si u € H(A;Q) est solution de (111)-(112), on obtient
également (115) a partir des mémes calculs que précédement, en utilisant la formule
de Stokes généralisée (108).

Réciproquement, si u est solution de (Pg,), on peut écrire

/QVu(a:).th(a:)da:—F/Qc( x)u( da:—/f x)dx, Yo € D(Q),

car D(Q2) € HY(Q), ce qui entraine que (—Au + cu, ) = (f, ) pour tout ¢ € D(£).
Cela montre que —Au + cu = f dans D'(f), et donc dans L2(Q2), en utilisant le fait
que f € L2(€). Par suite (111) e bien lieu presque partout dans Q. Incidemment on a
aussi obtenu que Au € L2(Q) et donc que u € H(A; Q). Il reste maintenant & montrer
que u satisfait (110). Pour cela il suffit de multiplier (111) par v € H(Q) (on vient
de vérifier que cette identité est bien vraie presque partout dans ), d’integrer le
résultat obtenu sur €, puis d’appliquer la formule de Stokes généralisée (108), ce qui
est licite, puisque u € H(A; ). 11 vient alors :

/QVU(:B).Vv(x)d:B—i—/Qc( Yu(2)o(@)dz = (Yo, 100) /f 2)dz, v € H'(Q).

En comparant cette identité & (115) on voit que (vy,u,yov) = 0 pour tout v € H*(Q).
Comme 7y est une surjection de H'(Q) sur HY/2(I') d’aprés la remarque 39, cela
entraine v,u = 0 dans H-Y/2(I"), et donc que u satisfait (110).

En résumé nous avons obtenu 1’équivalence :

u € H(A; Q) est solution de (111) — (112) <= u est solution de (Pg,). (116)

Existence et unicité de la solution. Le probleme (P{,) revenant & chercher
u eV =HY Q) qui satisfait a(u,v) = L(v) pour tout v € V, les deux formes a et L
étant inchangées par rapport au probleme avec conditions au bord de Dirichlet, il suffit
de s’assurer que a est V-elliptique. Pour cela on impose & ¢ de vérifier ¢(z) > ¢g > 0
pour presque tout x € 2. On peut alors appliquer le théoreme de Lax-Milgram, qui,
combiné a I’équivalence (116), entraine le :
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Théoréme 52. Soit Q est un ouvert borné de RN, dont la frontiére T' est C' par
morceaut. Si
c(x) > ¢y >0, pp. x €9,

alors le probleme (111)-(112) admet une unique solution u € H(A; Q).

5.3 Exercices sur les problemes elliptiques en dimension > 2
5.3.1 Enoncés

Ex1. (Conditions aux limites Dirichlet-Neumann homogenes mélées). Soit 2 un
ouvert borné de R?, de frontiere 9 = I'y UT';, C! par morceaux, avec [y NI = 0 et
mes(I'g) > 0. Etant donné f € L2(Q2), on considere le probleme aux limites suivant :
trouver u solution de

—Au+u = f dans , (117)
u=0sur I, (118)
% =0 sur I';. (119)

a) Montrer que V = {v € H'(Q), vr, = 0}, ot la notation vp, = 0 signifie yov (o) =0
pour presque tout o € Iy (autrement dit vjr, = (7v)r,), est un s.e.v. fermé de
HY(Q).

b) Montrer que si u € H2(Q) est solution de (117)-(119) alors u est solution du
probleme variationnel suivant :

/(Vu(af).Vv(:c) + u(z)v(z))dr = / f(z)v(z)dz, Yo e V. (120)
Q Q

¢) Montrer que (120) admet une unique solution.

d) En admettant que {(yov)r,, v € V'} est dense dans L?(T'1), montrer réciproquement
que si u € V N H2(Q) satisfait (120) alors u est solution de (117)-(119).

Ex2. (Cas d’'un ouvert connexe). Les notations étant celles de I’'Ex1 on suppose de
plus que 2 est connexe.

a) En admettant que I'injection canonique de H!(Q2) dans L?(Q2) est compacte (i.e.
que tout ensemble borné de H!(Q) est relativement compact dans L2(Q)), montrer
qu’il existe une constante C' = C(£2) > 0, ne dépendant que de 2, pour laquelle
on a

[vfloe < C)|[Vo

Indication : on raisonnera par l’absurde en supposant l'existence d’une suite (Vpm)m
dans H(Q) satisfaisant ||vm|lo.q > m||[Vomoa pour tout m > 1, puis I’on mon-
trera que (vim/||vmll1.0)m admet une sous-suite qui converge dans H'(S2), de limite
nulle.

|0,Q7 Vv e V.

b) En déduire que |v|1 o = ||[V]|o,n est une norme équivalente a ||v||; o sur V.
c) Etant donné f € L2(Q), montrer que toute fonction u € H2(Q2), solution de

—Au = f dans €, (121)
u = 0 sur Iy, (122)

g—;‘ =0sur Iy, (123)
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est solution du probléeme variationnel suivant :

/Vu )-Vo(z dZL‘_/f x)dz, Yv e V. (124)

d) Montrer que (124) admet une unique solution.

e) Sous I'hypothese que {(70v)|r,, v € V'} est dense dans L2(T'1), montrer réciproquement
que si u € V N H2(Q) satisfait (124) alors u est solution de (121)-(123).

Ex3. () étant comme dans ’Ex1, on considere le probleme : trouver u solution de

—V.(pVu) +u = f dans Q, (125)
u = go sur L', (126)
% + ou = g1 sur I'q, (127)

ou 'on suppose que :
(i) feL?(Q);
(i) p € CY(Q) vérifie p(z) > a pour tout z € Q ol a > 0 est une constante fixée ;
(i) 0 € Ry ;
) go € L2(Tg) est telle qu’il existe ug € HY () satisfaisant vo(ug)(c) = go(o) pour
presque tout x € I'y;
(v) g1 € L*(T'y).

V' désignant I'espace fonctionnel défini a ’Exercice 1, on pose pour tout u et v dans
V.

(iv

a(u,v) = /Q(p(w)Vu(x)Vv(m) + u(z)v(zr)dr + U/F p(o)u(o)v(o)do,

1

et

0= [ Heuads+ [ o) (0)0()dr

a) Montrer que si u € H2(Q) est solution de (125)-(127) alors @ = u—1uq € V satisfait
a(t,v) = L(v) — a(ug,v), Yv € V. (128)

b) Montrer qu’il existe une unique solution @ € V' de (128).

¢) En admettant que {(0v)r,, v € V} est dense dans L?(I';), montrer réciproquement
que si la solution @ de (128) est telle que u = @ + ug € H*(R2), alors u est solution
de (125)-(127).
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6 Schémas éléments finis 2D

On va considérer ici le cas particulier de I’élément fini de Lagrange P; sur des
triangles. Pour un exposé un peu plus général des notions introduites dans la suite
de cette partie se reporter a [6, 7].

6.1 Approximation des fonctions en dimension 2

6.1.1 Elément fini de Lagrange P; sur des triangles

Définition et unisolvance. Soit K un triangle compact non dégénéré, c’est-a-dire
d’intérieur non vide, et soit ¥ = {a1, az, ag} ensemble de ses sommets a; = (z;,y;) €
R2, 1 < j < 3. 1l est facile de vérifier que

r1 oy 1
K est non dégénéré <= det | =2 y2 1 | #0. (129)
r3 Y3 1

Notons P; I’ensemble des fonctions polynémiales en (z,y) & coefficients réels et de
degré <1 :
P = {p(z,y) = ax + By + 7, (a,8,7) € R*}.

Lemme 53. (K,P1,Y) est??unisolvant, c’est-a-dire :
V(91,92,03) S Rg, dlp € Py, p(aj) = Qj, 1< <3

Démonstration.

Comme dim P; = dim R? = 3 et que l'application ¢(p) = (p(ai1),p(az2),p(as)) est
linéaire de P; dans R3, il suffit de prouver qu’elle est injective (ce sera alors un
isomorphisme de P; sur R3). Pour cela, on vérifie facilement pout tout p(z,y) =
azx + By + v que

0 z1 1y 1 « 0
ep)=1 0 | <= | 22 y2 1 g 1=101,
0 z3 ys 1 Y 0

ce qui, en vertu de (129), implique v = § = v = 0, c’est-a-dire p = 0. O

On résume 1’énoncé du Lemme 53 en disant que (K,P1,Y) est un élément fini de
Lagrange.

La Pj-unisolvance de X garantit que

Vi=1,2,3, dlp; € Py, pi(aj = (51',j, 1<5<3. (130)

Les fonctions p;, ¢ = 1,2,3, définies par (130), s’appellent des fonctions de forme. 11
est clair que {p;}?_, est une base de P;.

22. On dit aussi de fagon équivalente que ¥ est P;-unisolvant.
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P; interpolation de Lagrange. K désignant toujours un triangle non dégénéré

d’ensemble de sommets ¥ = {ay, aq, as}, Vopérateur de Py interpolation de Lagrange

sur ¥ est 'opérateur I1}- qui & toute fonction v : K — R associe [T}v = Z?Zl v(a;)p;-.

La fonction H}(U s’appelle le Py interpolé de Lagrange de v sur 3, car elle vérifie
(gv)(aj) = v(az), 1<j <3, (131)

Notant hx = diam K = maxy aprek ||M —M'||g2 le diamétre de K, et §i sa rondeur,
définie comme le diametre maximal des cercles inscrits dans K, on a le :

Théoreme 54. Il existe une constante Cy > 0, indépendante de K, vérifiant pour
tout u € H?(K) :
(a) Ju—1jullox < Cohi | D*ullo,x

h2
(b) IV (u = jeu)lox < Cosl|D*ullo,k-

On peut remarquer que le facteur de forme de K, hy/dk, est d’autant plus grand
que le triangle K est “allongé”.

6.1.2 Approximation dans un ouvert polyédrique

Soit © un ouvert borné de R? & frontiere I' = 9 ?*polyédrique.

Triangulation et maillage. Soit 7, une triangulation de €1, ¢’est-a-dire un recou-
vrement de €2 par des triangles :

Le “parametre” h = maxge7;, hx désigne en fait le diametre maximal des triangles
de la triangulation.
On dit que Ty est un maillage de € si

VK1, Ko €Ty, Ki # Ko = KiNKy= un sommet commun

un coté commun.

Si c’est le cas, alors tout coté de K € Ty, est
(i) soit le coté d’un autre triangle K’ € T, auquel cas K et K’ sont dits adjacents;
(i) soit une partie de la frontiere I'.

Dans tout ce qui suit, on supposera que le maillage T}, satisfait la propriété “géométrique”
suivante :
hk
3C7 > 0, max — < (4. (132)
KeT, 0K
Cette condition, qui impose que le facteur de forme hy /dx de n’importe quel triangle
K € T, reste inférieur a une valeur fixée a priori, interdit la présence de triangles
“infiniment” allongés dans le maillage 7y,.

23. C’est-a-dire affine par morceaux.
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Espace d’approximation. Etant donné un maillage 7} satisfaisant la condition
(132), l’espace d’approximation “naturellement” associé a T, (et a P1) est

Vi ={veC’Q), vk € Py, VK € Th}. (133)

Proposition 55. V,I étant défini par (133), on a :

a) Vilest un sous-espace vectoriel de C°(Q) dont la dimension est égale au nombre
h
de sommets de Tp,.

(b) De plus, l’élément fini Py est de classe H', en ce sens que V;} C HY(Q).
Notant s7, 1 < j < N, les N > 3 sommets de T},, on considere la fonction &7 € Vhl

satisfaisant o
O/ (s?) =dr, 1 <,k < N. (134)

Il résulte du Lemme 53 que la famille {(Iﬂ ", est uniquement définie. En effet :
(i) Pour tout K € Ty, CID‘K est fixée;

(i) Si K € Tj, et K' € T, sont deux triangles adjacents, avec s et s’ pour sommets
de leur coté commun, alors, comme ®’ <I’| K € P1, et que @, K( s) = | K/( s) et

|5
CI>|]K( §) = <I>‘]K,( '), on a forcément ‘I>|K

qui établit bien que CDKuK, € COYKUK).

= <I>|K/ sur laréte commune [s, 8], ce

Ensuite, comme {®7} ¥ j=1 est libre dans V!l et que la dimension de V! est IV, en vertu
de la Proposition 55(a), il est immédiat que

{<I>J Y., est une base de V}!. (135)

Opérateur de projection. Compte tenu de (135), 'opérateur de projection sur

Vh1 est défini celui qui, & toute fonction v :  — R, associe Hhv = Zjvzl vjq)j, ou

v; = v(s’). Evidemment, pour tout K € Ty, on a
(H}LU)H( = H}(Uv
car Hhv et I1} %V sont tous deux dans [P et coincident aux trois sommets de K.

Théoréme 56. Q désignant un ouvert borné de R? a frontiére polyhédrique et Tr, un
maillage de Q satisfaisant (132), il existe une constante C > 0, ne dépendant que de
Q, telle que pour tout v € H2(Q), on ait :

(a) |lv—Tvloq < CR?||D?v]og ;

(b) [IV(v = 1L,0)[lo,0 < Ch||D?v[|o0-

Démonstration.
Pour le (a), il suffit de remarquer que |v — H}W”g,g = > ke, v — Hil{UH(Q),K puis
d’appliquer le Théoreme 54(a) & vk € H2(K) pour chaque K € T;. On obtient ainsi
que
v — Hhv”oﬂ < Cg Z 5 HD2UH0 K>
KeTy
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ce qui entraine le résultat en tenant compte du fait que hx < h pour tout K € Ty, et
que > e |l | D?v]2 & = || D?v]0,0- De méme, il vient facilement grace au Théoreme
54 que

h2
IV(v = To) 50 < C5 %h%HD%H%,K,
KeTy

de sorte que (b) s’ensuit directement de ceci et de (132). O

6.2 Mise en ceuvre pratique

Q) désignant un ouvert borné polyédrique de R?, on consideére maintenant le
probleme aux limites
—Au = f dans Q (136)
uw=0surTI. (137)

Comme (136)-(137) n’est rien d’autre que le systeme (109)-(110) dans le cas par-
ticulier ot ¢ = 0, le Théoreme 51 garantit l’existence et 1'unicité de la solution
u € H(A, Q) de (136)-(137), et le probleme variationnel associé a (136)-(137) s’écrit :
trouver u € V = H{(Q) solution de

(Pn) Trouver u € V solution de (Vu, Vv), o = (f,v)o0, Vv € V.
On pose donc a(u,v) = (Vu, Vo), o et L(v) = (f,v)o,n pour tout u,v € V.
6.2.1 Probleme variationnel discret
Soit T, une triangulation de € vérifiant (132). On pose
Vo ={v e C’Q), yr =0, vx € P1,VK € Tp}.

On a Vol’h C V en vertu de la Proposition 55(b). Par ailleurs, il est facile de vérifier
la :

Proposition 57. Volh est un sous-espace vectoriel de V dont la dimension est égale
au nombre de**sommets intérieurs de Tj,.

Le probleme variationnel discret associé a (Pq) s’écrit
(Po,n) Trouver uy € Vol,h solution de (Vuy, Vvh)QQ = (f,vn)oq, Yo, € V017h.
A la lumiere de la Proposition 57 et du Théoréme 17, uj, existe et est unique.

6.2.2 Mise sous forme matricielle

Soit {s7}Y . D’ensemble des sommets intérieurs de 7;,. On considére une base
7j=1
{(IDj}é-Vzl de V., , vérifiant

® €V, ®/(s°) =0, 1<k <N,

24. 11 s’agit des sommets s ¢ I, c’est-a-dire ceux qui n’appartiennent pas au bord de Q.
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de sorte que up, = S ;@ avec u; = up(s'), 1 <i < N et vy, = Z;V:1 v;®7 ot v; =
vp(s?), 1 < j < N, pour tout vy, € Vi, . Posant ensuite Uy, = (uy,uz,...,uy)’ € RY
et Vi, = (v1,v9,...,vn)T € RV, il vient facilement
N
a(uh,vh) = Z amuivj = VhTAhUh Oﬁ Ah = (ai,j)lgi,jSN et CLZ‘J' = a((I)Z, q)]),
ij=1
et
N
L(vp) =Y L(®)v; = V[ Fy avec Fy = (f1, fa, -, fn)" et f; = L(®).
j=1

La matrice Aj, s’appelle matrice de rigidité du probleme (FPq ). Elle est symétrique
définie positive et vérifie :

up, est solution de Po ), <= U, € RV satisfait VhTAhUh = VhTFh, vV, e RN
< U, € RY est solution de A U}, = F,. (138)

6.2.3 Assemblage des matrices élémentaires

Fonctions de forme et matrice d’assemblage élémentaire. Etant donné un
triangle compact non dégénéré K = (ay, as,as), les fonctions de forme pl-K ,1=1,2,3,
associées a K sont définies la condition suivante :

p; €Py, pi(aj) =055, 1 <14,5 < 3.
La matrice d’assemblage élémentaire associée a K est (o j)1<ij<3, ol

oy = a(p),py) = (Vo' Vp ok, 14,5 <3,
Exemples. Soient h > 0 et K = (a1,a2,a3) avec a; = (0,h), ag = (h,h) et ag =
(0,0). Alors les fonctions de formes associées & K sont

T Y
Ev p?(fl;,y) =1- Ea

y—x
p{((x,y) = T> pf(m,y) =

de sorte que la matrice d’assemblage de K est

1 —1/2 —1/2
o= -1/2 172 0
-1/2 0 1/2

Si l'on considere K’ = (a},a,as) o aj = (h,h), az = (h,0) et ag = (0,0). Alors les
fonctions de formes associées a K sont

’ Yy ’ r—y ’ X
p{( (xay) = E> pé( (337y) = T7 pé( (3«"73/) = Ea

et la matrice d’assemblage de K’ s’écrit
12 —-1/2 0
oK = 172 1 —1)2
0o/ -—1/2 1/2
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6.2.4 Assemblage de la matrice de rigidité

Considérons le cas particulier ot Q = (0,1) x (0,1). On décompose 2 en 42 carrés
de longueur 1/4, puis on découpe chacun de ces carrés en triangles selon la diagonale
joignant les sommets “sud-ouest” et “nord-est”. Ce qui fait que chacun des triangles
de la triangulation obtenue 7, est de 'une des deux formes K ou K’ définies au §6.2.3.
Comme Tp a 9 sommets intérieurs, la matrice de rigidité Ay est une matrice carrée
9 x 9. On note A, = (a;)1<i j<o- 1l est facile de vérifier que

3
_ / _ / _
arg = (uii+al,), a1a=o1g+ by, ai3 =0,
i=1
/
aj4a =013+ a9, a15 =016 =0a17 =a18 = a9 = 0.
3
/ /
a1 = a3, 22 = E Qi+ Oy, 23 = Qg 3+ Q1 2,
i=1
/ /
(g4 =03+ )3, G255 = Q12+ Q73, Q26 =27 = A28 = a9 = 0.
3

/

asi =ar3, az2 = az3, az3 = E Qi+ & 4,034 =0,
i=1
/ /
azs =3+ g, A36 = Q13+ Q1 9, a37 =azg = azg = 0,

3

/
Q4,1 = Q1 4, Q42 = A24, (43 = A3 4, Q44 = E Qi+ g,
i=1
_ / _ _ / _ _
ass =12+ g3, as6 =0, ag7 =013+ 039, ass = as9 =0, ete.

Ce qui donne :

O O O O O

6.3 Analyse d’erreur de la méthode

Q) désignant toujours un ouvert de R? de frontiere I' polyédrique, on note u la
solution de (136)-(137), et uy, la solution du probleme discret (Pq ;) défini au §6.2.
Comme u € H(A, Q)NH(Q) alors u € H?() et il existe de plus une constante C' > 0,
ne dépendant pas de u, telle que

1D?ullo.c < ClAu

0,2-

Ce résultat est en fait valable pour tous les ouverts 2 de R? dont la frontiere I est
polygonale convexe.
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6.3.1 Erreur en norme H}(Q)

Reprenant les notations du §6.2, on a le :

Théoréme 58. [l existe une constante ¢ > 0, indépendante de h telle que

[V(u —un)lloo < ch| flloq-

Ceci montre que la méthode est d’ordre 1 en norme H}(€2).

6.3.2 Erreur en norme L2(Q)

Comme u et uy, appartiennent tous deux & H} (), 'inégalité de Poincaré combinée
au Théoreme 58 montre que

| — upllo,0 < cC(Q)] fllo,,

la constante C'(£2) > 0 étant définie au Théoreme 33. En fait, on peut montrer que la
méthode est d’ordre 2 en norme L2(12) :

Théoreme 59. [l existe une constante ¢ > 0, indépendante de h telle que
lu = unlloo < 2| fllo.0-

6.4 Exercices

Ex1. (Résultats d’approximation par des éléments finis ’; de Lagrange).
Le but de cet exercice est de prouver le Théoreme 54 : étant donné un triangle non
dégénéré K, il existe une constante Cy > 0 indépendante de K, satisfaisant

h2
lu—Tullo,x < Cohic | D*ullox et |V (u—TTgu) o < CoprDQUHQK, Vu € H*(K).

On rappelle qu’ici H}( désigne 'opérateur de projection au sens de I’élément fini Py

sur K, hy est le diametre de K et pg sa rondeur.

a) Soit K = (a1, a9,a3) un triangle de sommets ai, az et ag, avec a; = (xgi),:zgi)),
1 <4 < 3. A quelle condition (portant sur les coordonnées azgz) , asg) ,1<i<3)le
triangle K est-il non dégénéré ?

b) Soit ensuite K = (a1,dz,a3) le triangle de référence de sommets a; = (0,0),
as = (1,0) et a3 = (1,1). Montrer qu’il existe (B,b) € GLa(R) x R? tel que
K = F(K) avec F(2) = Bz + b pour tout & € K.

¢) Montrer que || Bz < hx/p et ||[B7Y|| < h/px, ot h = hi, p=pg et |.|2 désigne
la norme matricielle induite par la norme euclidienne de R2.

d) Pour tout & € K on pose x = F'(Z) puis, pour toute fonction v : K +— R, on définit
0(2) = v(F(2)) = v(z). 2>Montrer que

Vv € L2(K).

1015,k = Idet Bl[[o]

2 ~
0,K’

25. Utiliser la formule de changement de variable [, v(z)dz = fF(f() v(z)der =
Sz v(F(2))|det(Jac F(&))|d&, ou Jac F(&) désigne la matrice jacobienne de F au point .
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c)

f)

g)

Vérifier pour tout & € R? que (Vo(2),&)p2: = (Vo(z), BE)g2 pour presque tout
x € K, et en déduire que

IVol§ i < Idet BIIBTHEIVOI 40 Yo € HY(K).

Vérifier pour tout ¢ € R? que (D?6(2)&, €)pe = (D?v(x)(BE), B€)ge pour presque
tout x € K, et en déduire que

ID?l3 - < Idet BITHIBIL[ID*0]S ) Yo € H(K).
En admettant ’existence d’une constante C' (K ) > 0 satisfaisant
i — 1kl x < C(R)|D%il 5. Vi € HA(K),
montrer pour tout u € H?(K) que l'on a

C(K)

A2

C(K)h h2
R D%ullo ot [V (u— hew)oge < SO p2

P pK

Ju — T geullox <

Ex2. (Eléments finis P; de Lagrange triangulaires). On reprend le systeme de 'Ex1
du §5.3.1 dans le cas particulier ou 2 = (0,1) x (0,1) et T'g = {(x,0), (z,1), 0 <z <

1.

a)
b)

e)

Comment se traduit la condition au bord (119) sur I'; 7

Etant donné N > 1, on décompose Q en N? carrés de longueur 1/N, puis on
découpe chacun de ces carrés en triangles selon la diagonale joignant les sommets
“nord-ouest” et “sud-est”. On note 7 la triangulation de §2 ainsi obtenue. Quel
est le diametre de T 7 La triangulation 7j, est-elle réguliere 7

On considére maintenant l’espace d’approximation Vj, = {v € C°(Q), VK €
Py, VK € T vp, = 0}, ot Py désigne I'ensemble des fonctions polynomiales a
coefficients réels, de degré inférieur ou égal & 1 en (z,y). Quelle est sa dimension ?
Décrire une base de V},.

Justifier que V}, C V. Décrire (en fonction des éléments de la base de V}, ci-dessus et
de f) le systéme linéaire associé au probleme variationnel discret : trouver uy, € Vj,
satisfaisant

/(Vuh(ac).VUh(:L’) + up(z)vp(x))de = / f(z)op(x)dx, Yo, € Vp,
Q Q

Montrer que la matrice de rigidité Ay ce systeme est symétrique définie positive.

Quelle vitesse de convergence peut-on espérer pour ||u—up||1,0 lorsque N — +o0 ?

Ex3. (deuxieme exercice de I'examen de décembre 2010). Soit 2 = (0,1) x (0, 1).
Etant donnés f € L2(Q) et p € HY(R), on considere le probléme aux limites suivant :

—V.(pVu) +u = f dans Q, (139)
u(0,y) = 28(1,y) =0si0<y <1,  (140)
Ou(2,0) = u(x,1) =0si0 <z <1  (141)

Dans tout ce qui suit, la normale unitaire extérieure prise au point o de la frontiére
I' de 2, est notée v (o).
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1) Montrer que les conditions au bord (140)-(141) peuvent se réécrire sous la forme
équivalente suivante :

u =0 sur I, (142)
Ju —Qsur Iy,  (143)

ou I'y et I'y sont des parties de I' que 'on précisera.

2) Soit V = {v € H'(Q2), vr, = 0}. Montrer que toute solution u € H*(2) de (139),
(140)-(141) (ou, ce qui revient au méme, de (139), (142)-(143)) satisfait

ueVet /Q(p(x)Vu(:c)Vv(x) + u(z)v(z))dr = /Qf(x)v(x)dx, Yo e V. (144)

3) On suppose désormais que p(x) > pp > 0 pour presque tout x € §2. Montrer qu’il
existe un unique u € V solution de (141).

4) Etant donné N > 1, on décompose €2 en N? carrés de coté 1/N, puis on découpe
chacun de ces carrés en triangles selon la diagonale joignant les sommets “sud-
ouest” et “nord-est”. On note Ty la triangulation de 2 ainsi obtenue. Quel est le
diametre de T, 7 La triangulation 7, est-elle réguliere 7

5) On considére maintenant I'espace d’approximation Vi, = {v € C°(Q), v €
Py, VK € T wvp, = 0}, ot P; désigne I'ensemble des fonctions polynomiales a
coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 1 en (z,y). Quelle est sa dimension ?
Définir ensuite une base de Vj,. L’élément fini P; est-il de classe H! ? Justifier votre
réponse.

6) Décrire (en fonction des éléments de la base de V}, décrite a la question précédente,
de f et de p) le systeme linéaire associé au probleme variationnel discret : trouver
up, € Vj, satisfaisant

/(p(a:)Vuh(a:).Vvh(a;) + up(z)vp(x))de = / f(z)vp(x)dx, Yo, € V},.  (145)
Q Q

Montrer que la matrice de rigidité Ay ce systeme est symétrique définie positive.

7) Quelle vitesse de convergence peut-on espérer pour ||u—uy||1,0 lorsque N — 400 ?
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