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1 Nombres entiers et réels

1.1 Exercices traités en TD
1.1.1 Récurrence

Montrer par récurrence sur n € IN* les égalités suivantes :

a)zn:p: n(n+1) b)zn:p2 _ n(n+1)(2n+1).

p=1 2 p=1

1.1.2 Formule du binéme de Newton et C?

a) A l'aide de la formule du bindéme de Newton, calculer Z CP et Z 1)P CP. En déduire la valeur de
p=0 p=0
CO+C2+Ci4 .. etde CL+C3+CD + ..
b) Montrer pour tout n € IN* que p CE =n Cp _; pour chaque p € {1,2,...,n}.
n

c) En déduire que Zp CP =n2" 1,
p=1

1.1.3 Valeur absolue

a) Démontrer I'implication: (|z|+ |y| <1) = (|[z+y| <1let |z —y| <1).
b) Montrer que |z| + |y| = max (|z + y|, |z — y]).
c) En déduire que 'on a I’équivalence

(Il +lyl <) & (zt+yl <let[z—y[<1).

1.1.4 Inégalités

a) Pour tous a et b positifs, vérifier I'équivalence : (a < b) < (a® < b%).
b) Résoudre dans IR :

2
—r+1
b)) T S b2y 2w —1)< V2 —dr 13

24+x—-2"
1.1.5 Partie entiere
a) Rappeler I'encadrement de y € IR par E(y) !
b) En déduire que —F(—x) est le plus petit entier supérieur ou égal a z.
1.2 Exercices supplémentaires
1.2.1 Récurrence
Montrer par récurrence sur n € IN* les égalités suivantes :

n n
a)Zﬁ_ﬂ Z =(m+1) -1
p=1 k=1

'E(y) désigne la partie entiere du réel y
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1.2.2 Formule du binéme de Newton et C%

a) A l'aide de la formule du binéme de Newton, donner 'expression de f(x) = (1 + z)" en fonction de P,
0<p<n.

b) En déduire la valeur de » 27 CF.

p=0
n

c) En dérivant par rapport a x I’égalité établie au a), calculer la valeur de Z p2P CP.
p=0

1.2.3 Inégalités

T4y
14+ 2y

a) Montrer pour tout (z,y) €] — 1,12 que —1 < <1

. 1 1
b) Montrer que si ab > 0, (a < b) & (b < a).

1.2.4 Partie entiére

Soit A(z) = E(z + 3).
a) Montrer que A(x) est 'entier le proche de z.
b) Vérifier que A(z) = E(2x) — E(x).
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2 Nombres complexes

2.1 Exercices traités en TD
2.1.1 Représentation algébrique
Déterminer la représentation algébrique des nombres complexes suivants :

6 —5j
2445

1—y
143y

a) (2+4j)+(6—5j) b) (1 —j)+ (1 +35) ¢) (1—-4)(1+3j) d) (2+4j)(6—-5j) e)

f)

2.1.2 Module et arguments

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
a)l b)j ¢)5 d)—7 e)4j ) —=5,1j g 1-j h) —1+j i)2-2v3j §) (~145)° k) (1—5)(~1+))

2.1.3 Représentation algébrique, module et arguments
1+
V3434

b) Déterminer le module et un argument de 1+ j, v/3 + j et

a) Calculer la représentation algébrique de

1+
V3+j

c) En déduire la valeur de cos (W> et de sin <7T)
12 12

2.1.4 Module et arguments

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
1—3j 143
1+ /3 1+ /35

1—j 1+

—1—3j

1-J
—1+j

a)

c)

d) e)

—1—j
2.1.5 Notation exponentielle
Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

a)l b) —1,1 ¢)j d)5e) —6 f£)4j g) —7,4j h)1—j i) —1+7j j)2—2V3j k) (—1+j)®

2.1.6 Notation exponentielle / Racines n'®™¢

En utilisant la notation exponentielle des nombres complexes, résoudre dans € les équations suivantes :
a) =1 b) =7

2.1.7 Notation exponentielle

En utilisant la notation exponentielle des nombres complexes, résoudre dans € les équations suivantes :

a) 224+ 2*=3 b) z=jz.
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2.1.8 Notation exponentielle / Module et arguments
Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

1+

1+

14
3+3j

c) sina+jcosa, ac R d) ¢ +e (a,b) € R

a) b)

2.1.9 Conjugaison

Soit u € € tel que |u| = 1.

a) Exprimer @ en fonction de u.
U

1
b) Montrer que le conjugué de est .
1—u u—1

z— Uz
€ R.

c¢) Pour tout z € €, montrer alors que

2.1.10 Notation exponentielle et conjugaison

En utilisant la notation exponentielle des nombres complexes, déterminer les complexes z tels que 22 et 28
sont conjugués.

2.1.11 Formules d’Euler

a) Linéariser sin*, avec 6 € IR.

b) Linéariser cos® 6, avec § € IR.

2.1.12 Formules d’Euler

Déterminer le module et un argument du nombre complexe 1+ e/?, avec §# € R

2.1.13 Formules de Moivre
a) Calculer sin(40), avec 6 € RR.

b) Apres avoir déterminer la forme trigonométrique et la forme exponentielle du nombre complexe 1 + j
en déduire celles du nombre complexe (1 + j)3.

2.1.14 Exponentielle complexe

Trouver les nombres complexes vérifiant 'une des conditions suivantes :

a) ee=-3Db) e€=z,2e6lR ¢c) e&€=—j6d) e=jz,z€R e) €=-1—-5 f) =0

2.1.15 Equations complexes

Résoudre dans € les équations :

a) 22 -8=0 b) 22 =1+;jV2 c) 22 —224+5=0
d) —22+432-2=0 e) 224+2j2-5=0 f) 2°4+(1-3j)z—(2+4)=0
1

g) 224+j=0 h) :°=1-3 i) z”:%,nelN.



Mathématiques. Travaux dirigés. Nombres complexes. 7

2.2 Exercices supplémentaires
2.2.1 Représentation algébrique

Déterminer la représentation algébrique des nombres complexes suivants :
a) 2-j4)+2-347) b) (1+/)+1=3j) ¢) A-7)4+9)) d) B-j4(5-72) ¢ —.

2.2.2 Module et arguments

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
a) —1 b) 2j c) Vb6 d) V4j e) —1—j f) —3+j g) 10—10v3j h) (2+j)*

2.2.3 Représentation algébrique, module et arguments

2v/6(1 + )

a) Calculer la représentation algébrique de ————=

V2(1+3v3)
. , . 2v/6(1 + )
b) Déterminer le module et un argument de 2v/6(1 + 5), v2(1 + jv/3) et —=———2%.
V2(1+jV3)

L T (T
¢) En déduire la valeur de cos (12> et de sin (12)

2.2.4 Module et arguments

a) Déterminer le module et un argument de: 1+ jtana, a € R\{} + 7% }.
b) Déterminer le module et un argument de z = 1 + sin ¢ + j cos ¢ pour ¢ € IR, puis celui de 2" lorsque
n € IN.

2.2.5 Conjugaison

Soit z un nombre complexe différent de 1 dont le module est égal a 1. Démontrerque le nombre complexe
A+z
J

1 est un nombre réel.
—z

2.2.6 Utilisation des complexes

a) Montrer, pour tout entier naturel n, que les nombres complexes (14 7)"+ (1 —j)" et (14+5)" — (1 —j)"
sont respectivement réel et imaginaire pur.

b) En utilisant la formule du binéme de Newton, calculer alors CO — C2 + C2 —CS + ... et C} — C3 +
C> — CT + ..., chaque somme étant finie, le dernier terme dépendant de la parité de n.

2.2.7 Caractérisation

Trouver les nombres complexes z vérifiant 'une des deux conditions suivantes :

1 . .
&) Bl =[;| =12l b) s 1= et sl =2+l
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2.2.8 Plan complexe

Montrer que |z + 2’| = |z| + |2/| si et seulement si zz’ € R .

Indication : montrer que (|z + 2’| = |z| + |¢/]) & (Re (z?) = ]z?\)
2.2.9 Formules d’Euler

Linéariser sin® 6, avec 0 € IR.

2.2.10 Formules de Moivre
a) Calculer sin(56), avec 0 € R.
b) Apres avoir déterminer la forme trigonométrique et la forme exponentielle du nombre complexe 1 — j
en déduire celles de (1 — j)*.
2.2.11 Equations complexes
Résoudre dans € les équations :
a) 22—8=0 b) 22=1+jvV2 ¢) 22+2jz2-5=0;
1
d 224+j=0 e 5=1—j f) 2"=-,nelN
Z

2.2.12 Solutions d’une équation du second degré

Soit p un parametre complexe. On note 27 et 29 les racines complexes de I’équation
2 _
z°—=2pz+1=0.

a) Calculer z1 + z3 et z;29.

b) Montrer que (22 =z1) < (p € R).

c) Pour quelles valeurs de p, 21 et zy sont-elles réelles?

d) Pour quelles valeurs de p, z1 et zo sont-elles imaginaires pures?

2.2.13 Un exemple d’utilisation des nombres complexes en électricité

Pour un circuit donné, en régime sinusoidal, si i(t) = I cos(wt) alors u(t) = U cos(wt — ¢). En posant
i(t) = I/t alors u(t) = Ue/@!=?) on définit I'impédance complexe du circuit noté Z par

u(t U ;
= EL((t)) =7 e 7% = R+ jX ol R est la résistance et X est la réactance.
i
1
Pour un circuit R, L, C série, nous avons Z = R+ jLw + o (w > 0). Déterminer le module et
jCw

largument (la phase) de I'impédance complexe.
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3 Polynomes

3.1 Exercices traités en TD

3.1.1 Polynémes

Soient les polynoémes P = (1,—2,1) et Q = (—1,3,1).

a) Déterminer P+ Q, P — Q, P?, Q? et PQ.

b) Montrer que (P + Q)(P — Q) = P? — Q°.

3.1.2 Polynémes, bis

a) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que X° + X — 1 = (X3 + X2 — 1)(aX? + bX +¢).
b) En déduire une décomposition de 100009 en produit de deux entiers.

3.1.3 Division euclidienne

Effectuer la division euclidienne de :

a) A(X)=X'"-X34+2X?4+X -1 par Bi(X)=X?+X +1;
b) Ay(X)= X2 par By(X) = X*+1;
c) Az(X)=2X"-X?4+3X+1 par B3(X)=X?+X +1.

3.1.4 Division euclidienne, bis

a) Effectuer la division euclidienne de A(X) = X° + X? + aX?® + X% +5X — 2par B(X) = X? —2X + 1.
b) Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de « et de 3, le polynome B divise le polynéme A.

3.1.5 Factorisation dans C[X]

Factoriser en produit de polynomes irréductibles de C[X], le polynome P(X) = X2 — (1+j)X + 1.

3.1.6 Factorisation dans C[X]| et IR[X]

Factoriser en produit de polynémes irréductibles de €[X], puis de IR[X], le polynome P(X) = X% — j.

3.1.7 Division euclidienne et factorisation dans R[X]

a) Effectuer la division euclidienne de A(X) = X5 +3X% — X? — 3X par B(X) = X2+ X + 1.
b) Mettre ensuite A sous la forme d’un produit de polynémes irréductibles dans IR[X].

3.1.8 Factorisation dans R[X]

a) Montrer que j est racine double du polynéme P(X) = X%+ X + 3X% 4+ 2X3 +3X2 + X + 1.
b) Décomposer ensuite P en produit de polynémes irréductibles de IR[X].

3.1.9 Division selon les puissances croissantes

Effectuer la division suivant les puissances croissantes, a 'ordre 2de A(X) = 1 + X —2X3 par B(X) =1 + X2
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3.1.10 Racines et factorisation

Soit P(X) = (X +1)T - X7 - 1.
a) Déterminer le degré de P.
b) Montrer que P a (au moins) deux zéros dans ZZ dont on précisera la multiplicité.

c¢) Soit w = I

cl) Vérifier que w? est zéro de P.

c2) Calculer la valeur de 1+ w + w?.

c3) En déduire que w est également zéro de P.
d) Factoriser alors P dans C[X] et dans R[X].
3.1.11 Racines

Pour quelles valeurs du réel a, le polynome
P(X)=X?-3X+a

admet-il une racine double? Factoriser alors P, dans R[X].

3.2 Exercices supplémentaires

3.2.1 Polynémes

Soient les polynomes P = (—2,2,5) et Q = (—1,5,—3).

a) Déterminer P+ Q, P — Q, P?, Q? et PQ.

b) Montrer que (P + Q)(P — Q) = P? — Q?.

3.2.2 Polyndémes bis

a) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que X° + X +1 = (X3 — X2 +1)(aX? +bX +c).
b) En déduire une décomposition de 100011 en produit de deux entiers.

3.2.3 Division euclidienne

Effectuer la division euclidienne de :

AX)=X"-2X3+ X? — 1 par B(X) = X* - X2 +2X + 1.

3.2.4 Division euclidienne
Effectuer la division euclidienne de :
AX)=X*—X? 42X +1par B(X)=X"—2X3+ X2 1.

3.2.5 Factorisation dans C[X]
Factoriser en produit de polynémes irréductibles de €[X], le polynome P(X) = X2 — (1 — j)X + 1.
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3.2.6 Factorisation dans C[X] et R[X]

Factoriser en produit de polynomes irréductibles de €[X], puis de IR[X], le polynome P(X) = X° — 7j.

3.2.7 Division selon les puissances croissantes

Effectuer la division suivant les puissances croissantes, a 'ordre 4 de

a) A(X)=1-X par Bi(X)=j—-X;
b) AyX)=1+X par By(X)=1-X?+ X"

3.2.8 Division selon les puissances croissantes, bis

Soit a € R. Effectuer la division suivant les puissances croissantes a 'ordre n, n € IN, de A(X) = 1 par
B(X)=1-¢%X.
Vérifier alors pour tout = € IR tel que 1 — e/%z # 0, que I'on a
1 LI,
_ Jjpa .p
1 —ejog Z et
p=0

En déduire le quotient des divisions a l'ordre n, n € IN, de P;(X) =1 — (cosa)X et de Po(X) = (sina)X
par Q(X)=1— (2cosa)X + X~

ej(n—i—l)axn—i-l

1 —ejag

3.2.9 Division selon les puissances croissantes, bis, bis

a) Effectuer la division de S(X) = X7 4+ aX% + 8X° — X* + 5X3 — 2X? par T(X) = X* — 2X? + X sclon
les puissances croissantes de X a l'ordre 3.
b) Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de « et de 3, le polynéome T' divise le polynéme S.

3.2.10 Racines et divisibilité
On consideére les propriétés (Py) et (P») suivantes :

(P;) Toute racine du polynome B est racine du polynéme A
(P2) Le polynome B divise le polynéme A.

a) Ces propriétés sont-elles équivalentes ? Si oui, le démontrer, sinon, donner un contre-exemple et préciser
laquelle des deux propriétés implique 'autre.
b) Caractériser (P,) par l'intermédiaire des racines des polynomes A et B.
c) Application : pour n € IN*, on prend A(X) = X?" + X" +1let B(z) = X2+ X + 1.
c1) Rappeler 'expression des zéros de B en fonction de w = el3.
c1) Calculer w?, w3+ et w32 pour tout p € IN.
c2) En examinant successivement le cas ot n = 3p, n = 3p+ 1 et n = 3p + 2 pour p € IN, préciser

les valeurs de n pour lesquelles le polynome B divise A.

3.2.11 Factorisation

Factoriser en produit de polynémes irréductibles de IR [X] les polynémes suivants :

aAAX)=X3+2X?+X+2 b)BX)=X"+2X?>-3 c)0X) =X+ XP+ X'+ X3+ X2+ X 41
d)D(X)=X"+X2+1 e)E(X)=X3+1 f)F(X) = X?—-22%cosa+1, a e R
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4 Fractions rationnelles

4.1 Exercices traités en TD
4.1.1 Décomposition dans R

Décomposer dans IR les fractions suivantes :

2X — 1 X?+1 X2+X-3 x4
(X —1)(X —2) b)G(X):(X—l)(X2—4) VAX) =gy VI =%mx—%

a) F(X) =

4.1.2 Décomposition dans € et IR

Décomposer dans € puis dans IR, la fraction rationnelle T x3°

4.1.3 Irréductibilité et décomposition

23 —2r+1
=323 + a2+ 3z -2

a) Trouver une fraction irréductible égale a F(x) =

b) Achever ensuite la décomposition.

4.2 Exercices supplémentaires
4.2.1 Décomposition dans IR

Décomposer dans IR les fractions suivantes :

1 2X +1 X2 -4

a) JX) = v x e

4.2.2 Décomposition dans € et R

Décomposer dans € puis dans IR, la fraction rationnelle T x4

4.2.3 Application au calcul de somme de série

1
a) Décomposer en éléments simples m
n

b) Donner une expression simplifiée de S,, = Z

pour tout n € IN* et calculer lim S,.
=1 n—-+00

p(p+1)

4.2.4 Décomposition dans R
Décomposer dans IR, les fractions rationnelles suivantes :

a) Oé(X):(XJrWXW b) B(X):(XX%%) c) ’Y(X):m

24 x—
d) 5(X):W e) C(X>:))({z%)§(+32



